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1 Introduction 



Soit F un corps local non archimédien et soit G le groupe des points sur F d'un groupe 
réductif connexe défini sur F. Soit {Pq, Pq") un couple de sous-groupes paraboliques 
r^ ! minimaux opposés de G. On note Mq leur sous-groupe de Lévi commun. Soit Uq le 

radical unipotent de Pq et Aq le plus grand tore déployé de Mq. Soit K un bon sous- 
'-^ I groupe compact maximal de G relativement à Aq. Soit tp un caractère unitaire lisse de 

J3 ' ^0 non dégénéré, i.e. tel que pour toute racine Po-simple de ^o; Q^; sa restriction au 

sous-groupe radiciel (?7o)« soit non triviale. 

On note C°°{Uo\G, ip) l'espace des fonctions de Whittaker lisses sur G, i.e. des fonctions, 
^ , /, sur G, invariantes à droite par un sous-groupe compact ouvert de G et telles que: 

00 . 

^ ■ fiuQg) = i:{uo)f{g),g G G, mq e Uq. 

On définit un sous-espace vectoriel, C(t/o\G, ■?/'), de C^ {Uo\G , ip) , qui est l'analogue 
(^ ■ pour notre situation de l'espace de Schwartz C{G) d'Harisli-Chandra (cf. [W]) et qui est 

O . muni d'une topologie naturelle. On définit une transformation de Fourier des éléments 

de C(t/o\G, '?/'), dite transformation de Fourier- Whittaker, à l'aide des représentations 
lisses irréductibles de carré intégrable de sous- groupes de Lévi de G. A noter que celle-ci 
/\ • est différente de celle introduite dans [D4], qui utilise des représentations cuspidales . 

c^ ■ Le principal résultat est la caractérisation de l'image de cette transformation et une 

formule d'inversion. L'espace C{Uo\G,ip) est un sous espace de L'^ {Uq\G , ip) . On 
étudie également comment se transforme le produit scalaire L^ par la transformation 
de Fourier- Whittaker. Nous avons appris de Ramakrishnan, par l'intermédiaire de Lau- 
rent Clozel, que ce travail ( la formule de Plancherel pour les fonctions de Whittaker) 
était du à Harish-Chandra, malheureusement non publié. Noter que pour les fonc- 
tions de Whittaker sur un groupe réductif réel, la formule de Plancherel a été établie 
(Harish-Chandra, non publié, Wallach [Wall], Chapitre 15). Notre travail est une suite 
naturelle à [D4] . Il est largement inspiré par la rédaction de Waldspurger de la formule 
de Plancherel d' Harish-Chandra pour L'^{G) ( cf. [W]). 
Détaillons le contenu de cet article. 

Si (vr, V) est une représentation lisse de G, on note Wh{n, Uo) ou Wh{TT) l'espace des 
formes linéaires, ^, sur V telles que: 

{^,tt{uo)v) =^Ij{uo){^,v),v eV,Uoe Uq. 



Si 71 est de longueur finie, Wh{n) est de dimension finie (cf. [BuHen], Théorème 4.2) et 
[D3] pour une autre démonstration). Notez que si le groupe G n'est pas quasi-déployé, 
cette dimension n'est pas toujours inférieure ou égale à 1. 
Si t; G V, on note cç,^ le coefficient généralisé défini par: 

c^Aa) ■= (C,7r(5f)î;), g eG. 

C'est un élément de G°°{Uo\G,^). 

Dans la suite la phrase "Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de 
G" voudra dire que P contient Mq, que M est son sous-groupe de Lévi contenant Mq et 
que U est son radical unipotent. On note X{M) le groupe des caractères non ramifiés 
unitaires de M. C'est un tore compact. On note ôp la fonction module de P. Soit {a, E) 
une représentation lisse de M. On note {ipa,ipE) l'induite parabohque de {(J,E). On 
suppose a unitaire irréductible et on note O l'ensemble des classes d'équivalences des 
représentations o"^ := o" x» X ^ -^(^)) Qui est un tore compact contenu dans un 
tore complexe Oq. On appelle O l'orbite inertielle unitaire de a, qui est munie d'une 
mesure non nulle et X(M)-invariante, convenablement normalisée. On utilise dans la 
suite la notion de fonction sur O, qui dépendent des objets concrets a^, avec des règles 
de transformation pour tenir compte des équivalences unitaires de représentations. On 
note que Wh{(7^) := Wh{a^, Uç, fl M) est indépendant de x ^ ^iM), car x est trivial 
sur Uq n M. Par restriction des fonctions à K, les représentations ïpO"^ admettent une 
réalisation dans un espace indépendant de x, la réalisation compacte. 
// existe une bijection naturelle, rj i— )■ Ç,{P,<y,Ti), entre Wh{a) et Wh{ipa). (cf. Rodier 
[R], Casselman-Shalika [CS], Shahidi [Sh], Proposition 3.1) 

On appelle fonctionnelle de Jacquet les éléments de Wh{i'f>a). On définit les fonction- 
nelles de Jacquet pour un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P = MU , par 
transport de structure. 

Plus précisément, soit K un bon sous-groupe compact maximal de G relativement à Aq. 
On note W (resp. W ) le groupe de Weyl de G (resp. M) relativement à Mq. On 
fixe un ensemble W^ de représentants dans K àeW . Pour un bon choix de w G W^ 
tel que Q := wPw^^ est anti- standard, on définit 

e(P, a, T]) := e(Q, wa, r]) o X{w),r] G Wh{P, a) := Wh{wa), 

oii \{w) est la translation à gauche par w, qui entrelace ipa et iqwa. Soit P, Q des 
sous-groupes paraboliques semi-standard de G, possédant le même sous-groupe de Lévi, 
M, contenant Mq. 

On suppose a de longueur finie. On introduit les intégrales d'entrelacement, A{Q, P, a), 
qui, lorsqu'elles sont définies, entrelacent ipa et iça. 

Les intégrales d'entrelacement transforment les fonctionnelles de Jacquet en des fonc- 
tionnelles de Jacquet, ce qui permet d'introduire les matrices B: 

Il existe une unique fonction rationnelle surX{M) à valeurs dans End{Wh{Q, a), Wh{P, a)), 
X t-> B{P,Q,a^), telle que: 

e(Q, a^, v) ° MQ, P, ^x) = ^(P, ^x, BiP, Q, ^x)v)- 



On définit les intégrales de Jacquet pour G Wh^a) ipE par: 

si (p = 1] Ç^ V, avec r] G W^/i((t), w G ip-E et ^ = ^(P, a, rj). 

Soit (vr, V^) une représentation lisse irréductible et de carré intégrable de G. On note Aq 
le plus grand tore déployé du centre de G. Alors pour tout ^ G Wh^n) et f G l^, \c^,v\ 
est de carré intégrable sur AgUq\G. Grâce au Lemme de Schur, on voit qu'il existe un 
unique produit scalaire sur Wh^n) tel que: 



ca9)cç',v'{9)d9 = {^,0{v,v'), e,e' e Wh{7r),v,v' G V. 
AgUo\G 

On définit maintenant la transformée de Fourier-Whittaker de / G C{Uo\G,iIj), J-'f, 
comme suit. Pour tout sous-groupe parabolique anti-standard de G, i.e. contenant 
Pq~, P = MU, et toute représentation lisse irréductible de carré intégrable de M, 
{a,E), le Théorème de représentation de Riesz montre qu'il existe un unique élément 
de Wh{a) (g) i%E, Tf{P, a), tel que: 

{{J^f){P,a),r]^v)= [ f{g)E^{a,r],v){g)dg,r]e Wh{P,a),v G ^'fE, 

JUo\G 

l'intégrale étant convergente d'après les propriétés des intégrales de Jacquet et d'après 

l'hypothèse/ G C([/o\G',^). 

Alors J-"/ vérifie les propriétés suivantes: 

1) a) L'application x '~^ (J^DiP^'^x)^ ^^^ ^^^ fonction C°°. En particulier, dans la 
réalisation compacte, cette application est à valeurs dans un espace vectoriel de dimen- 
sion finie. 

b) Si {<7,E) et {ai, El) sont unitairement équivalentes, {J^f){P,a) et (J-'/)(P, ci) 
vérifient une relation de transport de structure. 

c) On peut définir pour g E G, p*{g){J^f), en posant {p,{g){J^f)){P,a) = (Jrf 
i'fa{g)){J^f){P,a). Alors, si / est invariante à droite par un sous-groupe compact 
ouvert de G, H, on a p,{h)J^f = T j pour tout h E H. 

On résume les propriétés a), b), c) en disant que pour toute orbite inertielle unitaire, O, 
d'une représentation lisse irréductible et de carré intégrable de M, (a, E), J-'{P, .) définit 
un élément de C°°{Ou, Wh{P, ) ip), cet espace étant muni d'une topologie naturelle. 
Alors p, définit une représentation lisse de G sur cet espace. On note O l'ensemble des 
couples (P, C) oii P = MU est un sous-groupe parabolique anti-standard de G et O est 
l'orbite inertielle unitaire d'une représentation lisse irréductible et de carré intégrable 
de M. Soit (P, O) G 6 et P~ le sous-groupe parabolique opposé à P relativement à M. 
Il existe une fonction ji, rationnelle, non identiquement nulle, et G°° sur O, telle que 
l'on ait l'égalité de fonctions rationnelles sur O: 

A{P, p-, a)A{p-, P, a) = p{a)-^Id. 

Soit (f) G G°°{Ou, Wh{P, ) ® ïp). On définit le paquet d'ondes f^ par: 

fi{a)E{P,a,(f){a)){g)da,geG, 



o 



On démontre que /^ G C{Uo\G,iIj) en utilisant un résultat semblable de [W] et le fait 
suivant, utilisé de manière récurrente: 

Si (vr, \/) est une représentation lisse de G, v E V,Ç, E Wh^n). Alors la restriction de 
cç^t, à Aq est égale à la restriction à Aq d'un coefficent lisse, que l'on peut préciser. 
On définit: 

S = ®iP,o)eeC°°iO,Wh^i$). 

Soit P = MU et P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques semi- standard de G. On 

^ M' 

note note W{M'\G\M) l'ensemble quotient, par l'action à gauche de H^ , de {s G 
W \s.M C M'}. On note W{M'\G\M) un ensemble de représentants dans W^ de ce 
quotient, dont nous ne détaillerons pas le choix dans cette introduction. Soit (P, (9) G 6 
et P' = M'U' un sous-groupe parabolique anti-standard de G, s G W{M'\G\M) tels 
que M et M' soient conjugués. On définit une fonction rationnelle sur O par: 

C\s, P', P, a) := B{s.P, P', sa)'^ ® A{P', s.P, sa)X{s), 

On introduit l'assertion suivante, dite Assertion A: 

Si (P = MU, O) E Q et Q est un sous- groupe parabolique de sous- groupe de Lévi M, 

on a l'égalité de fonctions rationnelles sur O: 

B{Q,P,ay=B{P,Q,a), 

où * désigne l'adjoint. 

Cette assertion imphque facilement que C^{s,P',P,a) est unitaire et s'étend en une 
fonction holomorphe au voisinage de O. La preuve de l'Assertion A nécessite quelques 
détours comme son analogue dans [D4]. 

Mentionnons que la preuve de l'analogue de cette assertion pour les espaces symétriques 
réductifs réels a été l'une des clefs de la preuve de formule de Plancherel pour ces es- 
paces (cf. e.g., [D2]). 

On note S^"''" l'ensemble des éléments {(pp,o)iP,o)ee de S tels que que pour tout 
(P, O), P', s, a comme ci dessus: 

0P',so(sa) = G°(s,P',P,a)0p,o(a). 

On définit une application linéaire W de iS dans C{Uq\G,iIj) qui associe, pour (P, O) G 

6, à G C°°(0, Wh ip) le paquet d'ondes /^ mulitiplié par une constante c{P)^^. 

Le résultat principal s'énonce alors: 

La transformation de Fourier-Whittaker, T , est une bijection entre C{Uo\G,ip) et S^"''" . 

L'inverse de cette bijection est la restriction deWà S''^'". Pour une topologie naturelle 

sur S, T et W sont continues. 

En particulier: 

f= J2 ^(^)"' / f^{^)E^{{J'f){P,^))dcr,fe C{Uo\G,^). 

{P=MU,O)£0 ^ 

On étudie aussi la transformation du produit scalaire L^ sur C{Uq\G,iI)) par J-". 
Donnons une idée de notre preuve. 



L'injectivité de T résulte d'un résultat de Joseph Bernstein (cf. [Bl]). 
Puis on commence par introduire constant faible pour les fonctions dites tempérées de 
C°° {Uo\G , i/j) . Le terme constant faible se déduit naturellement du terme constant in- 
troduit dans [D4]. Les intégrales de Jacquet tempérées et on calcule leur terme constant 
faible en procédant comme dans [D4]. On a besoin d'estimées qui se réduisent souvent 
à des résultats de [W] grâce au lien entre les coefficients généralisés et les coefficients 
lisses mentioné ci-dessus. On poursuit comme dans [W], section VI, en introduisant la 
transformée unipotente de / G C{Uo\G, ip) relative h P = MU, sous-groupe parabolique 
anti-standard de G, f^ défini par: 



/ (m) := 5p (m) / f(mu)du,m G M, 
Ju 

l'intégrale étant convergente car / G C{Uq\G,iIj). Nous n'avons pas été capable de 

montrer directement que f^ G C{Uo fl M\M,ip). Cela résulte néammoins du résultat 

principal. 

Soit (P, O) G B. On introduit la notion d'élément G C°°{0, Wh ® ip) très régulière. 

Nous ne donnerons pas ici la définition précise. Disons seulement que si est très 

régulière, elle est polynomiale et, notamment, les fonctions sur O, C^{s,P',P,cr)(f){a) 

sont holomorphes au voisinage de O dans Oq. Si l'Assertion A est vraie, tout G 

C°°{0, Wh ip) polynomiale est très régulière. 

Pour très régulière (ou pour G C°°{0, Wh ip) si l'assertion A est vraie), f^ est 

un élément de C(f/o H M\M,ip) que l'on calcule. La preuve est inspirée d'un résultat 

analogue de [W]. Pour très régulière, la preuve utilise des déplacements de contour 

d'intégrales qui rendent le calcul légèrement plus simple, à nos yeux, que dans [W]. Cela 

reste une partie difficile de ce travail. Ensuite on raisonne par continuité et densité. 

On en déduit, sous les mêmes hypothèses, le calcul de la transformation de Fourier- 

Whittaker de f^. On en déduit aussi une formule pour le produit scalaire L^ de deux 

paquets d'ondes L et fs' '■ 



iU,U')G-= Ui9)f4>'i9)d9- 

JUo\G 

En échangeant le rôle de et 0', on obtient une autre expression de ce produit scalaire. 
En faisant varier et 0' parmi les fonctions très régulières, dans l'égalité de ces deux 
expressions de (Z^, /</,')g, on en déduit l'assertion A . Les conséquences de cette Assertion 
sur les fonctions C" sont alors acquises. 

On montre alors facilement que l'image de J-" est dans S"^"""". Il est alors aisé de montrer 
que la restriction de J-'W à iS*"*" est égale à l'identité, grâce au calcul mentionné ci- 
dessus du calcul de la transformée de Fourier-Whittaker des paquets d'ondes. Joint à 
l'injectivité de J-", ceci achève essentiellement la preuve du résultat principal. 

2 Notations, Rappels 
2.1 

On reprend essentiellement les notations de [D4]. Soit F un corps local non archimédien. 
On considère divers groupes algébriques définis sur F et on utilisera des abus de ter- 



minologie du type suivant: "soit A un tore déployé" signifiera "soit A le groupe des 
points sur F d'un tore défini et déployé sur F" . Avec ces conventions, soit G un groupe 
algébrique linéaire réductif et connexe. On fixe un tore déployé maximal, Ao, de G et 
on note Mq son centralisateur dans G. On fixe Pq un sous-groupe parabolique minimal 
de G qui admet Mq comme sous-groupe de Lévi. On notera Uq le radical unipotent de 
Po- 

Si P est un sous-groupe parabolique de G, on dit que P est semi-standard (resp. stan- 
dard ) si Mo C P (resp. Pq C P). Si P est semi-standard, il possède un unique 
sous-groupe de Lévi, M, contenant Mq. On dit que M est un sous-groupe de Lévi 
semi-standard. 

L'expression "P = MU est sous-groupe parabolique semi-standard de G" signifiera que 
P est un tel sous-groupe, que M est son sous-groupe de Lévi semi-standard et que U 
est son radical unipotent. On notera P = MU~ le sous-groupe parabolique opposé à 
P de sous-groupe de Lévi M. Un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P, sera 
dit anti-standard si P~ est standard. 

Si H est un groupe algébrique, on note Rat{H) le groupe des caractères algébriques de 

H définis sur F. 

On fait le choix d'une unifomisante de F. Ce choix permet de relever le quotient de 

tout tore déployé A par son sous-groupe compact maximal, A'^, dans un réseau de A, 

A{A) : cest l'image du réseau des sous-groupes à un paramètre de A par l'évaluation 

en l'uniformisante. 

Si V est un espace vectoriel, on note V son dual et, s'il est réel, on note Vq son com- 

plexifié. 

On note Aq le plus grand tore déployé dans le centre de G. On note a^ = 

H om^{Rat{G) ^M) . La restriction des caractères algébriques de G à Aq induit un iso- 

morphisme: 

Rat{G) «z C ~ Rat^Ac) ®z C. (2.1) 

On dispose de l'application canonique: 

Hg-.G^ Og, (2.2) 

définie par: 

g(ffGW,x> = \x{x)\f, xeG,xe Rat{G). (2.3) 

oii \.\f est la valuation normalisée de F. Le noyau de Hq, qui est noté G^, est 

l'intersection des noyaux des caractères de G de la forme \x\f, X ^ Rat{G). On notera 

^{G)c = Hom{G/G^, C*). C'est le groupe des caractères non ramifiés de G. 

On a des notations similaires pour des sous-groupes de Lévi semi- standard. Si P est 

un sous-groupe parabolique semi-standard de G, on notera ap = Omp, Hp = Hmp- On 

note ao = Omo; Hq = Hmo- 

On note aG,F, resp. ô^f, l'image de G, resp. Aq, par Hq- Alors G/G^ est un réseau 

isomorphe à O-g^f- Soit M un sous-groupe de Lévi semi- standard. Les inclusions Aq C 

Am c m c g déterminent un morphisme surjectif aM,F -^ <^g,f, resp. un morphisme 

injectif â^p -^ &m,f, qui se prolonge de manière unique en une application linéaire 



surjective entre Om et ac, resp. injective entre aa et Om- La deuxième application 
permet d'identifier ac à un sous-espace de Om et le noyau de la première, a^, vérifie ; 

aM = a^ © Og- (2.4) 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard. On note T.{Am) (resp. S(P)) 
l'ensemble des racines de Am dans l'algèbre de Lie de G (resp. P) qui s'identifie à 
un sous-ensemble de a'^. On note A(P) l'ensemble des racines simples de S(P). Si 
a G S(Am), on note Ua le sous-groupe radiciel de U correspondant à a. On peut 
associer à tout a G T,{Am) une coracine à G Om (cf. [A], section 3). 

On note ~ap ( resp. ~ïïp ) l'ensemble des A G o^j de la forme 

A = y^ XaOi 
aeA(P) 

avec Xa < { resp. Xa <0). 

Soit A ^-)■ xa l'application (a'(^)c — > -'^(G)c — )■ 1 qui, en utilisant la , . 
définition de ac, associe à x ® ■§, le caractère g i— )■ |x(5')If- 

Le noyau est un réseau et cela définit sur X{G)c une structure de variété algébrique 

complexe pour laquelle X{G)c ~ C**^, on d = dim^ac- Pour x ^ ^{G)c, soit A G a',^ j. 

un élément se projetant sur x par l'application (2.5). La partie réelle Re A G a^ est 

indépendante du choix de A. Nous la noterons Rex- Si x G Hom{G,C*), le caractère 

Ixl appartient à X{G). On pose Re x = Rg \x\- De même, si x ^ Hom{AG.,^*)-, le 

caractère |x| se prolonge de façon unique en un élément de X{G) à valeurs dans R*+, 

que l'on note encore |x| et on pose Rex = R^\x\- 

Soit X{G) := {x G X{G)\Rex = 0} l'ensemble des éléments unitaires de X{G). 

Les notations ainsi définies s'appliquent à tous les sous-groupes de Lévi semi-standard 

de G. 

On choisit K un sous-groupe compact maximal de G, dont on suppose qu'il est le 

fixateur d'un point spécial de l'appartement associé à Aq dans l'immeuble de G. Pour 

le résultat suivant, cf. [C], Prop. 1.4.4: 

Il existe une suite décroissante de sous-groupes compacts ouverts de G, 
Kni n G N, telle que pour tout n G N*, if = if„ est normal dans K = Hq 
et pour tout sous-groupe parabolique standard de G, P, on a: 

1) H = Hu-HmHu où Hu- =Hr]U-,HM = Hr\M,Hu = Hr\ U. 

2) Pour tout a G A]^ := {a G AM||tt(a)|F < !,« G ^(-P)}) ciHua^^ C Hu, /q p\ 
a Hjj-a C Kjj-. 

3) Le groupe H m vérifie 1) et 2) relativement aux sous-groupes 
paraboliques de M contenant Pq fl M. 

4) La suite iJ„ forme une base de voisinages de l'identité de l'élément 
neutre de G. 

Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. On dit que H possède une factorisation 
d' Iwahori par rapport à (P, P~) si 1) et 2) sont satisfaits. 



2.2 Choix des mesures 

On munit G (resp. K) d'une mesure de Haar, dg, (resp. dk) telle que le volume de K 
soit égal à 1. Si if est un sous-groupe compact ouvert de G, on note vol{H) son volume 
pour la mesure de Haar sur G. On note en le multiple de la fonction indicatrice de H 
dont l'intégrale sur G est égale à 1. 

Pour tout sous-groupe fermé, H, de G, on note dh une mesure de Haar à gauche sur 
H, dont le choix sera éventuellement spécifié et on note Ôh la fonction module de H. 

Pour tout espace totalement discontinu Z, on note C^{Z) (resp. C{Z), resp. Cc{Z)) 
l'espace des fonctions localement constantes, à support compact (resp. continues, resp. 
continues à support compact) sur Z à valeurs dans C 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Alors G = PK et 
le groupe M O K vérifie relativement à M les mêmes propriétés que K relativement 
à G. Pour g E G, on choisit Up{g) G U, mp{g) G M, kp{g) G K, de sorte que 
g = up{g)mp{g)kp{g). On note du~ la mesure de Haar sur U~ telle que: 

5p{mp{u-))du- = 1 (2.7) 

u- 

et de même pour U. Il esiste une unique mesure de Haar sur M, dm, telle que pour 
tout / G C,(G) on a (cf. [W], I (1.2)): 

G JuxMxK , . 

f{g)dg = / f {umu~)5 p{m)~^ dudmdu~ . 

G JUy.My.U- 

Soit / une fonction continue sur K et invariante à gauche par K (1 P. Alors (cf. par 
exemple [K], ch. V, section 6, conséquence 7, pour la version réelle): 

f{k)dk= f f{kp{u-))5p{mp{u-))du-, (2.9) 

K Ju- 

oii l'intégrale du membre de droite est absolument convergente. En particulier si / est 
une fonction continue sur G telle que f{umg) = 5p{m)f{g) pour u E U,m E M,g E G, 
on a: 

'" f{k)dk = f f{u-)du-~. (2.10) 

K Ju- 

oii l'intégrale du membre de droite est absolument convergente. 

On fixe la mesure de Haar de masse totale 1 sur Aq H K et sur X{Ag), qui s'identifie 

au dual unitaire de Ag/Ag n K. On fixe sur Ag/Ag H K la mesure de Haar duale de 

celle sur X{Ag). Des mesures ainsi choisies, on déduit une mesure sur Ag, notée daG- 

L'homomorphisme de restriction détermine un morphisme surjectif de X{G) sur X{Ag). 

On fixe sur X{G) une mesure de Haar telle que ce morphisme préserve localement les 

mesures de Haar choisies. 

On choisit un ensemble de représentants dans K, W^, du quotient du normalisateur 
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de Mo dans G par son centralisateur, W , qui existe parce que K est le fixateur d'un 
point spécial de l'appartement associé à Aq. On le choisit de telle sorte qu'il contienne 
l'élément neutre de G, qu'on notera 1g ou seulement 1 s'il n'y a pas de confusion. On 
munit Oo d'une norme euclidienne invariante par l'action naturelle de W sur ao- 

Si X E G et Y est une partie de G, on notera x.Y := {xyx'^\y G Y}. 
De même si H est un sous-groupe de G, et {a, E) est une représentation 
de H, on notera xa la représentation de x.H dans xE := E définie par 
xa{xhx~^) = cr{h), h E H. 

On rappelle que le dual d'un espace vectoriel V est noté V. Si T est 
une application linéaire entre deux espaces vectoriels complexes, on note (2-11) 
T* sa transposée. Si {a, E) est une représentation de H, on note a' la 
représentation de H dans E' définie par (T'{h) = a{h~^y, h E H. 

On notera aussi, pour toute application définie sur H, /, on définit: 
i\ih)f)ih') = fih-'h'), {p{h)f){h') = fih'h), h,h' G H. 

2.3 Représentations induites 

Les représentations lisses de G et de ses sous-groupes fermés seront toujours à coeffi- 
cients complexes. 

Si (tt, V) est une représentation lisse de G, on note n' (resp. n) la représentation con- 
tragrédiente de G dans le dual algébrique, V, ( resp. lisse, V) de V. 
Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Si {a, E) est une 
représentation lisse de M, on l'étend en une représentation de P triviale sur U. Soit 
X G X(M)c. On note E^ l'espace de la représentation a ® X; qu'on notera a^, et on 
note i'fE^ l'espace des fonctions v de G dans E, invariantes à droite par au moins un 
sous-groupe compact ouvert de G et telles que v{mug) = 5p{my^'^a^{m)f{g) pour tout 
m G M, u E U, g E G. On note i'fcr^ la représentation de G dand i^E^ par translations 
à droite. On note ip^j^E l'espace des fonctions v de K dans E, invariantes à droite par 
un sous-groupe compact ouvert de K et telles que f{pk) = o-{p)f{k) pour tout k E K 
et p E P n K. La restriction des fonctions à K détermine un isomorphisme de i'fE^ 

sur ipj-^j^E. On notera ipcr^ la représentation de G dans ip^x^ déduite de ip<Jx par 
transport de structure. Cette représentation sera appelée la réalisation compacte de 
ip<Jx dans cet espace indépendant de x- Si f G ip^-^j^E, on note v^ l'élément de ipE^ 
dont la restriction à K est égale à v. 

Si a est unitaire, on munit i^^^^E du produit scalaire défini par: 

[v, v') = f {v{k),v'{k))dk, V, v' G ipnRE- (2.12) 

Jk 

_Q 

Alors, muni de ce produit scalaire, la représentation ipa^ est unitaire pour x unitaire et 
par conséquent, par transport de structure, ipcr^ également. On a alors, grâce à (2.10): 

(^x,<)= / {vx{u-),v'^{u-))du-. (2.13) 

Ju- 



3 Fonctionnelles de Whittaker tempérées, ternie 
constant faible 

3.1 Fonctions et fonctionnelles de Whittaker 

Soit Uq le radical unipotent de Pq. Soit ip un caractère unitaire lisse de Uq non dégénéré, 
i.e. tel que pour toute racine Po-simple de Aq, a, sa restriction au sous-groupe radiciel 
(f/o)a soit non triviale. 

On note C°°{Uo\G, ip) l'espace des fonctions de Whittaker lisses sur G, i.e. des fonctions, 
/, sur G, invariantes à droite par un sous-groupe compact ouvert de G et telles que: 

f{uog) = ^iuo)f{g),g eG,uoe Uq. 

On note G^{Uo\G, ip) l'espace des éléments de G°°{Uo\G, ip) qui sont à support compact 
modulo Uq. 

Si (tt, V) est une représentation lisse de G, on note Wh{n, Uq) ou Wh{n) l'espace des 
formes linéaires, ^, sur V telles que: 

{^,Tr{uo)v) =^Ij{uo){^,v),v eV,Uoe Uq. 

Si n est de longueur finie, Wh{7r) est de dimension finie (cf.fBuHen], Théorème 4.2) 
et [D3] pour une autre démonstration). Notez que si le groupe n'est pas quasi- 
déployé, cette dimension n'est pas toujours inférieure ou égale à 1, comme expliqué 
dans l'introduction de [BuHen]. 
Si f G V^, on note Cç^„ le coefficient généralisé défini par: 

cU9)-={^,^i9»,9eG. (3.1) 

C'est un élément de G^{Uo\G,ip). 



3.2 Rappel sur le ternie constant des fonctions de Whittaker 

On note, pour e > 0, 

A~{e) := {a G Ao\\a{a)\F <e,ae A(Po)} et A~ = A~{1). 

Mô{e) := {m G Mo\{a,Ho{m)) < loge,ae A(Po)} et Mq = Mq{1). 
Comme dans [D3], Lemme 3.1, on voit que: 

Pour tout sous-groupe compact ouvert H de G, il existe un sous- 
groupe compact ouvert de G, H', contenu dans H, tel que pour toute 
représentation lisse de G, (tt, V), tout Ç, G Wh{n) et tout v G V^ on ait: 

(^, TT{a)v) = (e^'C, TTia)v), a E A^ (3.2) 

oii ch'^ est l'élément de V définit par {eH'^,v) := {Ç,,7c{eH')v), v eV, ce 
qui se réécrit: 

Ci^,v{(^) = Ce^/^,«(a),a G A^. 
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On rappelle (cf. [D3], Lemme 5.4): 

Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe C > tel que, 
pour tout / G C°^(t/o\G, ■?/'), invariante à droite par iJ, /(a) = si , . 
\a°'\p > C pour au moins un élément a de A{Po), i.e. pour a élément 
du complémentaire de Aq{C). 

Ceci implique 

Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe oq G ^o tel que 

pour tout / G C°° {Uo\G , ip) invariante à droite par H, la restriction de (3.4) 

p{aQ)f à Aq est à support dans Aq . 

Soit / un sous-ensemble fini de K tel que K C IH et soit Fq un sous-ensemble fini 
de Mq tel que G = UqAqFqK. Appliquant (3.3) aux translatées à droite de / par les 
éléments de FqI, on en déduit: 

Il existe C > tel que pour tout / G C°°{Uo\G, ip) invariante à droite par , . 
H, f est à support dans UqMq{C)K 

Rappelons la caractérisation du terme constant des éléments de C°°(Uq\G,iP) et des 
fonctionnelles de Whittaker. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de 
G. Avec les notations ci-dessus, on note (ttp, Vp) le produit tensoriel entre, d'une part 
la représentation de M dans le quotient de V par le M-sous-module engendré par les 
n{u)v — v,uEU,vEV,et d'autre part la représentation de M sur C donnée par ôp 
On note, pour v E V, jp{v) ou vp sa projection naturelle dans Vp. 
Soit Qp l'ensemble des éléments de A(Po) qui sont racines de Aq dans l'algèbre de Lie 
de M. On note, pour e > 0: 

Aq{P,< s) := {a G AQ\\a{a)\F <e,ae A(Po) \ ©p}- 

D'après [D3] Théorème 3.4, Remarque 3.5 et Proposition 3.6, on dispose d'une unique 
application linéaire Whi^n) \-^ Wh^np), ^ — )■ jp-{^), notée aussi ^ ^-^ ^p pour plus de 
commodité, qui vérifie: 

Pour tout sous- groupe compact ouvert H de G, il existe en > 0, 

indépendant de P, avec les propriétés suivantes: 

Pour toute représentation lisse (tt, V) et ^ G Wh^ir), on a: (3.6) 

5]/\a){^P,7rp{a)vp)p = {^,7r{a)v), a G A^(P,< 5^), v G V^ . 

Le terme constant le long de P d'un élément / de G°° {Uo\G , ip) a été défini dans [D3], 
Définition 3. C'est un élément fp de C°°(f/o n M\M,i) tel que: 

5f{a)fp{a) = fia), a G A^{P, < Sh). (3-7) 

L'application f ^-^ fp est un morphisme de P-modules entre G°°{Uo\G, ip) 
et C°^(f/o n M\M,ip), oii P agit par représentation régulière droite sur 
le premier espace et M (resp. U) agit par représentation régulière droite ^ ' ' 
tensorisée par ôj (resp. trivialement) sur le second. 
Soit (tt, y) une représentation lisse de G et ^ G Wh^n). On a (cf. [D3], Proposition 
3.13) : 

{c^,v)p = c^p,vp, V eV. (3.9) 
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3.3 Fonctions et fonctionnelles de Whittaker tempérées ou de 
carré intégrable 

Suivant [W], section I.l, on fixe un plongement algébrique r de G dans GL„(F) tel 
que t{K) C GLniO) oii O est l'aneau des entiers de F. Si (a^j) (resp. hij ) sont les 
coefficients de la matrice T{g) (resp. T{g)~^) on note ||5f|| = s-uj9jjs-up(|ajj|i?, |6jj|f)- 
On pose 

^{g) = log\\gl (3.10) 

oii l'on a souligné a pour éviter la confusion avec les représentations. 

On introduit la fonction S d'Harish-Chandra (cf. [W] section II. 1) et l'espace de 

Schwartz-Harish-Chandra C{G) (cf. [W], section III. 6). 

Pour (yf G G, on note ô^i^g) ( resp. mo{g), etc..) au lieu de ôp^i^g) (resp. rrip^^g), etc.). 

On note C{Uo\G,iIj) l'espace des éléments / de C°°{Uq\G,iP) tels que pour tout d E N: 

Mf) := supg^GSl^\mo{g)r\l + \Ho{mo{gmVi9)\ < oo. (3.11) 

Pour tout sous-groupe compact, H, de G, on note C{Uo\G,i/j)^ , l'espace des / G 
C{Uq\G, ip) invariantes à droite par H, que l'on munit de la topologie définie par les z/^. 
Montrons: 

C^{Uo\G,iIj)^ est dense dans C(f/o\G,^)^ . (3.12) 

En effet soit / G C{Uo\G,ip). D'apès (3.5), il existe C > tel que / a son support 
contenu dans UoMq{C)K. Notons, pour n G N*, «„ l'indicatrice de l'ensemble compact 
Un '■= {m G Mol — logn < {a, Ho{m)) < log C,a E A(Po)}- H existe une constante G' 
teille pour tout n eW: 

\\HQ{m)\\ > G'logn,m G M^iG) \ f/„. 

On en déduit : 

i^dif - Unf) < (1 + G'iog n)ud+i{f). 

Donc (unf) est une suite d'éléments de G^{Uo\G,tp) qui converge vers / dans 

C{Uo\G,^/j)". 

On munit C{Uo\G,iIj) de la topologie limite inductive des C{Uo\G,iIj)^ . 

On dit que / G G^{Uo\G,ip) est tempérée si il existe d EN telle que: 

(3.13) 
supgeGHmoig)) \l + \\Ho{mo{g))\\) V(^)| < oo. 

On note G"' {Uo\G , ip) l'espace vectoriel des fonctions tempérées. Muni de l'action 

régulière droite c'est un G-module lisse. 

D'après la première formule de (2.8), il existe un entier c? G N tel que 



ôo{mo{g)){l + \\Ho{mo{gm)-''dg < oo. (3.14) 

Uo\G 



Donc: 



Si /o G C"'(f/o\G',V') et / G C{Uo\ G,^), //o est élément de L\Uo\G) 

et l'application f h-^ Jj^ \q f {g) f\){g)dg est une forme linéaire continue sur (3.15) 

C{Uo\G,^p). 
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Soit (vr, V) une représentation admissible de G et ^ G Wh(n). On dit que $, est 
tempérée si l'espace A{^) formé des cç,„,f G V est contenu dans C^ {Uo\G , ip) . On 
note A^{Uo\G,ip) la réunion des A{Ç,), lorsque n décrit les représentations lisses ad- 
missibles de G et ^ décrit les fonctionnelles de Whittaker tempérées de n. Montrons 
que: 

Un élément / de C"' {Uo\G , ip) appartient à A^ {Uo\G , ip) si et seulement . . 
si / est Zi?(G)-finie, oii ZB{G) le centre de Bernstein de G. 

En effet, comme tout vecteur d'un module admissible est Zi?(G)-fini, la partie seule- 
ment si est claire. Supposons maintenant que / G G"'(?7o\G, -0) est Z_B(G)-finie. Alors 
le G- module, (tt, V), engendré par / sous la représentation régulière droite est un mod- 
ule de longueur finie (cf. [D4], Lemme 2) , donc admissible. La mesure de Dirac en 
l'élément neutre fournit un élément ^ de Wh{Tï) et c^j = f. Donc / G A"' {Uo\G , ip) 
Ceci achève de prouver la partie si de notre affirmation. 
Soit (tt, V) une représentation admissible de G. Pour x ^ Hom^Ac, C*) on pose: 

V^ = {v e V\Il existe de'Ntel que (7r(a) - x{o)Yv = 0, a G Ag}. 

Si .^ G Whiji), on note ^^ la restriction de ^ à V^. On appelle exposant de tt (resp. 
^) un caractère x fsl que V^ (resp. ^^) soit non nul. On note Sxp^n) (resp. Sxp{^)) 
l'ensemble des exposants de n (resp. ^). 

Une fonctions mesurable, /, sur G telle que f{ug) = x('")/(5') pour u E Uq et g E G, 
et telle que : 

ll/f := / imi'dg 

sera dite fonction de Whittaker de carré intégrable. L'espace des classes modulo 
l'équivalence presque partout de fonctions de Whittaker de carré intégrable définit un 
espace de Hilbert, L"^ {Uo\G , ip) , sur lequel G agit unitairement et continûment par la 
représentation régulière droite p. 

Soit (tt, V) une représentation lisse admissible de G admettant un caractère central uni- 
taire et ^ G Wh{n). On dit que ^ (resp. vr) est de carré intégrable si pour tout v E V, 
cç,„ est de carré intégrable modulo AgUo\G ( resp. pour tout v E V et î) élément du 
dual lisse V de V, le coefficient lisse C{,^v est de carré intégrable sur Ag\G). 

3.4 Critère pour les fonctionnelles de Whittaker tempérées ou 
de carré intégrable 

Proposition 1 Soit (vr, V) une représentation lisse admissible de G et ^ E Wh{'K). 

Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) Ç, est de carré intégrable (resp. tempérée) 

(ii) pour tout sous-groupe parabolique standard P = MU de G et tout x ^ ^^Pi^p), on 

ax&' 0$ (resp. x e" ïïp j- 

(m) pour tout sous-groupe parabolique standard maximal P = MU de G et tout x ^ 

8xp{^p), on a x^~ dp (resp. x G~ ôp ^ 
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Démonstration: 

Le cas de carré intégrable a tété traité dans [D4], Proposition 13. Pour la tempérance, 
on procède comme dans la démonstration du critère analoque pour les groupes (cf. [W], 
Proposition III. 2. 2). D 

Proposition 2 Soit (tt, V) une représentation lisse admissible de carré intégrable 
(resp. tempérée) de G et ^ E Wh{n), alors ^ est de carré intégrable (resp. tempérée). 

Démonstration: 

En effet pour tout sous-groupe paraboliqsue standard, les exposants de ^p sont des 
exposants de np. Alors le corollaire résulte de la Proposition précédente jointe au 
Théorème 4.4.6 de [C] (resp. à la Proposition III. 3. 2 de [W]). D 

Le résultat suivant suivant a été conjecturé par Lapid et Mao et prouvé dans [D4], 
Théorème 8. Indépendamment Matringe ([Ma]) en a donné une preuve pour certains 
groupes. 

Soit (tt, V) une représentation lisse irréductible de G admettant un car- 
actère central unitaire. /„ , „n 
S'il existe ^ G Whijï) de carré intégrable non nulle, alors tt est de carré 
intégrable. 

3.5 Terme constant faible 

Soit (vr, V) une représentation lisse admissible de G et ^ G Whin) tempérée. Soit 
P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. On décompose le module Jacquet 
{np, Vp) en une somme directe: 

(ttp, Vp) = (tt-, V^) © (vTp, Vp) © (tt^, \/;) 

où 

Vp = ®x<^£xp{np),Rex=oVp,x, Vp = ©^ç£^p(^^)^/jex7^0,/?exe-ïïf ' ^^-X' ^P = ®xe£xp{7Tp)Rex<^-â$'^P^X- 

La Proposition 1 montre que la restriction de Ç,p à Vp est nulle. 

On appelle terme constant faible de ^ la restriction de ^p à Vp. On le note ^p. Grâce 

à la décomposition ci-dessus on pourra aussi regarder ^p comme une forme linéaire sur 

Vp. De l'hérédité du terme constant (cf. [D3] , Proposition 3.16), on déduit que ^p est 

tempérée. 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Pour toute fonction / : 

Am — î- C, on écrit 

lima^-oof{a) = 

si et seulement si pour tous e,r] > 0, il existe i? > tel que pour tout a G Am vérifiant 

les conditions: 

(i) {a,HM{a)) < —R pour tout a G S(P). 

(ii) {a,HM{ci)) < vi/^y^Mio)) pour tout a,f3 E S(P), on ait |/(a)| < e. 
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Proposition 3 (i) Soit f E A"' {Uo\G , 4') ■ Il existe un unique élément fp G A^^Uq H 
M\M, ip) tel que, pour tout m G M, on ait: 

lima^-ooSp'^f{ma) - fp{ma) = 0. 

On appelle fp le terme constant faible de f le long de P. 

(a) Soit Tï une représentation lisse admissible de V , soit ^ un élément tempéré de 

Wh^n) et V E V . Soit f = c^^^. Alors fp est égal à c^^^vp- 

Démonstration: 

La démonstration est analogue à celle du Lemme III. 5.1 de [W]. D 

Pour /G A'^iUoXG,-^), on définit une application /J'*"'^ : G -^ ^^(f/o n M\M,-^) 
par fp'^"' (g) = {p{g)f)p. L'application / i— )• fp'^"" est un entrelacement entre la 
représentation régulière droite de G dans A^{Uo\G,ip) et la représentation induite 

ifA'^iUo n M\M,^), d'après (3.8). 

3.6 Terme constant faible pour les fonctions de Whittaker et 
les coefficients lisses de représentations tempérées 

Lemme 1 Soit (tt, V) une représentation de longueur finie de G, P un sous-groupe 
parabolique standard de G et ^ E Whln). Soit H un sous-groupe compact ouvert de G 
et H' comme dans (3.2). On introduit le terme constant (resp. terme constant faible) 
des coefficients lisses de représentations lisses admissibles sur G (resp. et tempérées) 
comme dans [W], Proposition 1.6.2. Si. v E V , on note Cf,^y le coefficient lisse défini 
parCi,,oi9) = {v,n-{g)v). 
Soit V G V^. On a v' := ew^ G V et: 

(cç,„)p(aoa) = (c^/,„)p(aoa),ao G A^.a G Am- 

Si de plus (vr, V) est tempérée, on a: 

{c^,v)p{aoa) = (c^',«)p(aoa),ao E AQ,ae Am- 

Démonstration: 

Prouvons la première égalité. Pour oq ^ ^ô^ fixé, les deux membres sont des fonctions 
^M-finies qui sont égales sur AMr{AQ{P, e) pour e > assez petit, d'après les propriétés 
des deux termes constants (cf. (3.7) et [W] Proposition 1.4.3) joint à l'égalité (3.2). Elles 
sont donc égales. Cela prouve la première égalité. 

Supposons maintenant (vr, V) tempérée et notons / la fonction sur Am, a t-)- cç,,,(aoa). 
Comme / est Am finie, il existe (cf. [W] 1.2) un ensemble fini X, un entier d tels que 
pour tout X G '^ ) il existe un polynôme P^j sur Om, à coefficients complexes et de 
degré inférieur ou égal à d, de sorte que 

fia) = J2xia)P^AHMia)). 
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On peut prendre X = Sxp{7ip). Comme (tt, V) est tempérée, tenant compte de la 
première égalité du Lemme, les deux membres de la deuxième sont égaux à 

X&£xp{np),Rex=0 

D 



4 Fonctionnelles de Jacquet et ternie constant 
faible 

4.1 Fonctionnelles de Jacquet 

Soit P = MU un sous-groupe parolique semi- standard, {a, E) une représentation lisse 
unitaire irréductible de M. On note O (resp. Oc) l'ensemble des classes d'équivalences 
des représentations o";^ := o" X; X ^ X(M) ( resp. X(M)c) , qui est un tore compact 
(resp. complexe). On appelle 0£ (resp. O) l'orbite inertielle (resp. orbite inertielle 
unitaire) de a. On utilise dans la suite la notion de fonction sur O^ (resp. O) à 
valeurs dans un foncteur, qui dépendent des objets concrets a^^, ou des représentations 
équivalentes (resp. unitares équivalentes) à l'une de celles-ci (cf. [D4], section 2.4). On 
appellera ces dernières objets de Oc (resp. (9)avec des règles de transformations pour 
tenir compte des équivalences ( resp. équivalences unitaires) de représentations. On 
dispose de la notion de fonction polynomiale, rationnelle (cf. l.c). 
On note que Wh{a^ := Wh{a^, t/oflM) est indépendant de x ^ ^iM), car x est trivial 
sur Uq n M. Par restriction des fonctions à K, les représentations i'pO'x admettent une 
réalisation dans un espace indépendant de x, la réalisation compacte. 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, P~ = MU" 

le sous-groupe parabolique opposé relativement à M. On note (cr, E) une 

représentation lisse de longueur finie de M. 

Il y a un unique isomorphisme entre Wh{a) — )■ Wh{i^(7) noté r] i— )■ 

Ç,{P,a,ri) (Rodier [R], Casselman-Shalika [CS], Shaliidi [Sh], Proposition 

3.1) tel que, pour tout v G ipE à support contenu dans PP~: u i) 

(e(P, a,ri),v)= / {ri, v{u~))i){u-)~^du- , r] E Whia). 
Ju- 

De plus (cf. [D4], Théorème 1), pour tout v dans l'espace de la réalisation 
compacte et r] E Wh^a), {Ç^{P, 0-^,1]), v) est polynomiale en x G X(M). 

On définit les fonctionnelles de Jacquet pour un sous-groupe parabolique semi-standard 
de G, P = MU, par transport de structure. Celles-ci ne seront qu'un outil pour les 
preuves et n'apparaîtront pas dans la formule de Plancherel. 

On rappelle que W'^ désigne un ensemble de représentants dans K du groupe de Weyl, 

Q 

W , de G par rapport à Mq. Si M est un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe 
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parabolique semi-standard de G, P, on note W^ = W'^ fl M qui est un ensemble de 
représentants dans M de W^ .La longueur des éléments de W est déterminée par le 
choix de Pq. 

On suppose en outre ici P anti- standard. Il existe un ensemble de représentants de 
W^/W^, Wm, dans W^ tel que (cf. [War], Proposition 1.1.2.13): 

Tout élément w de W s'écrive sous la forme wmU!^ , avec wm G Wm, 



^M 



G W , et tel que la longueur de w soit égale à la somme des longueurs v^-^/ 
de Wm et w^ . 



Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. On 
notera wp ou parfois seulement w, s'il n'y a pas d'ambiguité, l'élément 
wp de G tel que Wp^ G W^, P' = wp.P soit anti-standard et tel que 
Wp^ représente l'élément du groupe de Weyl de longueur minimum dans ^ ' ^ 



w 



tM' -tttM 



P 



^W = w Wp^. L'unicité de Wp résulte du fait que deux sous-groupes 



paraboliques anti-standard de G conjugués sont égaux. 

Soit {(TjE) une représentation lisse de M. On dispose de l'isomorpliisme X{w) : i^E h-> 
i^ pwE entre les représentations ipa et i^ pwcr qui à v associe v^, oii Vu,{g) = v{w^^g) 
pour g E G. Notons, que comme w E K, pour v G ip^K^ ^^ tout x ^ ^i^), ^^ 
restriction de \{w)v^ à K est égale à \{w)v. On voit aussi que si a est unitaire, \{w) 

est unitaire. 
On définit: 

Wh{P,a) ■.= Wh{wpa), 

^{P,(r,r]) := ^{wp.P,Wpa,r]) o X{wp),r] eWh{P,(T). (4.4) 

On a: 

Whi^a) = {aP,cT,v)\v e WhiP,a)} 
On définit les intégrales de Jacquet par: 

E^{a,r]®v) = cç,, G C°^{Uo\G,^), 

où .^ = Ç,{P,cr,ri), T] G Wh{P,a),v G ipE, ce qui, par bilinéarité permet de définir 
Ep{a,(f)) pour G Wh{P,o-Ç^ipE). On notera souvent plus simplement Ep{(f)) au lieu 
de E^(a, 0). De (4.4 ), on déduit l'égalité: 

E^{a, r]^v) = E^^p{wp(r, r] ® \{wp)v), v G i$E, r] G Wh{P, a). (4.5) 

On suppose que P est anti- standard. Soit (ai, Ei) une représentation de M équivalente 
à (o", -E) et soit T est un opérateur d'entrelacement bijectif entre a et cti. On note T* 
l'application linéaire de Wh{ai) dans Wh{a) déduite de T par transposition. On note 
indT l'opérateur d'entrelacement induit de T. Alors, il résulte du Lemme 4 (iii) de 

[D4]: 

E^{a, T'r]i ^v)= E^{ai,r]i ® {indT)v),v G if^xE, V e Wh{ai). (4.6) 
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4.2 Rappel sur les intégrales d'entrelacement et les matrices 

B 

On introduit les intégrales d'entrelacement, comme dans [W], Théorème IV. 1.1, avec 
un changement de notation toutefois. On en rappelle ci-dessous certaines propriétés. 
Soit P = MU, P' = MU' deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G de sous- 
groupe de Lévi M. Soit Oq l'orbite inertielle d'une représentation lisse irréductible de 

M. 

Il existe une fonction rationnelle définie sur Oq, A{P', P, .) k valeurs dans 
Homc{ip.,ip/-) avec les propriétés suivantes: 

Pour tout (a, E) objet de Oc, il existe iî G M tel que, pour tout x G X{M)£ 
vérifiant {Rex, a) > R pour tout a G S(P) fl S(P'^), on ait: 



(4.7) 



{{A{P',P,a^)v){g),è) = / {v{u'g),è)du', v G ï^K,, è G E, 

Junu'\u' 

l'intégrale étant absolument convergente. 

Si (7 est tempérée, on peut prendre R = (cf. [W], Proposition IV. 2.1) 

La rationalité s'entend dans le sens suivant: 

Il existe une fonction polynôme sur X{M)c non nulle, b, telle que pour 
tout V G iKnP^y l'application qui à x ^ -'^(^)c satisfaisant la condition 
ci-dessus associe la restriction a K de h{x)A{P' , P, a^{v^ est à valeurs (4.8) 
dans un espace vectoriel de dimension finie de ipnK^ ^t se prolonge de 
façon polynomiale en x G X(M)c (cf. [W], Théorème IV. 1.1) . 

Il existe une application rationnelle sur Oc à valeurs dans C, j, telle que pour tout 
sous-groupe parabolique semi-standard de G, P, de sous-groupe de Lévi M, on ait (cf. 
[W], IV.3.(1)): 

Pour a objet de Oc tel que A{P,P~,a)A{P~,P,a) soit défini, cet (aq\ 
opérateur est l'homothétie de rapport j{cr)- 

On a (cf. [W] IV.3 (3)): 

Si w G W^, 3{wa) = j{a). (4.10) 

D'autre part on obtient facilement un analogue de [W] IV. 1 (11) pour les adjoints des 

intégrales d'entrelacement. 

D'après [W] Lemme V.2.1 et IV. 3 (6), on a: 

On suppose que O est l'orbite inertielle unitaire d'une représentation 

irréductible de carré intégrable. Alors la fonction j est positive ou nulle sur 

O et non identiquement nulle sur O. On notera fi la fonction rationnelle (4.11) 

sur O, j~^. On notera parfois plus précisément fj,'^ au lieu de /i, j'^ au lieu 

de j. 

Si a est élément de l'ensemble Sred(-P) des racines réduites de S(P), on note A^ la 
composante neutre du noyau de a dans Am et Ma le centralisateur de Aa- On note 
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jQ,((T)au lieu de j^". 

D'après [W] IV.3 (4), si P,P',P" sont des sous-groupes paraboliques semi-standard de 

G de sous-groupe de Lévi M, on l'égalité de fonctions rationnelles sur O: 



A{P", P', a)A{P\ P, a) = j{P", P', P, a)A{P", P, a), 
011 j{P", P', P, a) est le produit des ja{cr) pour a G T,red{P) H T,red{P") H 

^red{P'~)- 

On a aussi: 



(4.12) 



Pour a G S^edl-P); les points oii l'application rationnelle sur X{M)c, x ^-^ 

jaicr^), a un pôle ou un zéro sont de la forme X = X\ avec A élément d'un 

nombre fini d'hyperplans de {a'j^)c de la forme (A, à) = c. 

Les points oii l'application rationnelle sur X(M)c, x ^ ^(-P'j-Pj^x) ^ (4-13) 

un pôle ou bien oii A{P', P, a^) n'est pas inversible sont de la forme x = 

X\ avec A élément d'un nombre fini d'hyperplans de (a'^)c de la forme 

(A,â) = c, avec a G S(P') n S(p-)(cf. [H], p. 393). 

Par transport de structure, on a, pour x E G, normalisant Mq: 

\{x)A{P', P, a) = A{x.P', x.P, xa)\{x). (4.14) 

et: 

Si a est une racine réduite de S(P), w G W^, alors: 



(4.15) 



Ja[cr) = Jwa[wa) 



Les intégrales d'entrelacement transforment les fonctionnelles de Jacquet en des fonc- 
tionnelles de Jacquet, ce qui permet d'introduire les matrices B (cf. [D4], section 5.2): 

Soit O l'orbite inertielle d'une représentation lisse irréductible de M. Il 
existe une unique application rationnelle définie sur O, B{P, P', .) à valeurs 
dans Homc(Wh{P', .),Wh{P, .)) telle que l'on ait l'égalité de fonctions 
rationnelles sur O: 

(4.16) 
e(P', a, v) o A{P', P, a) = e(P, a, B{P, P', a)r]), r] G Wh{P', a). 

La fonction rationnelle sur X{M), x ^-^ B{P, P', o'x) ^^'a de pôles qu'en des 
points ou l'application x ^~^ ^(-P'? P, <^x) ^ ^^ pôle. 

La rationalité a ici le sens suivant: 

Soit a un objet de O. Pour tout x ^ ^{M)<c, Wh{P,a^) = Wh{P,(7), et, avec les 

notations de (4.7), pour tout r] G Wh{P', a), la fonction x ^-> ^(x)-S(P, P', o'x)^ ^^^ ^^^ 

fonction polynomiale sur X{M)c à valeurs dans Wh{P,a). 

D'après (4.13) et (4.16), on a: 

Les points oii l'application rationnelle sur X{M)c, X '~^ -B(P, P', o"^) a un 

pôle sont de la forme x = Xx avec A élément d'un nombre fini d'hyperplans (4.17) 

de (a'^)c de la forme (A, à) = c, avec a G S(P') fl S(P~). 
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La relation qui définit B(P', P, a) comme fonction sur O est la suivante: 

Soit {<J,E), {(Ti,Ei) deux objets de O équivalents et T un entrelacement 
bijectif entre a et ai. La transposée de T, T*, détermine une bijection 
entre Wh{P, ai) et Wh{P, a) d'une part, Wh{P', ai) et Wh{P', a) d'autre (4.18) 
part et l'on a: 

B{P,P\ai) = {T')-^B{P,P\a)T\ 

4.3 Terme constant faible des fonctionnelles et intégrales de 
Jacquet tempérées 

Soit P = MU et P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. On 
note 

W{M'\G\M) = {se W^\s.M C M'}. 

On surligne pour indiquer l'image dans le groupe de Weyl. Soit 

i\/f' 

W{M'\G\M) := W \W{M'\G\M). 

On remarque que 

WiM'\G\M) ■.= W'''\WiM'\G\M)/W''. 

Ceci permet de choisir un ensemble de représentants W{M'\G\M) de W{M'\G\M) dans 
W^ tel que: 

Pour s G W{M'\G\M), s est de longueur minimum dans W s qui contient /^ -^g\ 

De plus, en utilisant un sous-groupe parabolique standard conjugué à P, x.P, on voit 
grâce à [War], Proposition 1.2.1.10, que 

W{M'\G\M) est un ensemble de représentants d'un sous-ensemble de . . ^ 
P'\G/P. ^ ' 

Soient P,P' deux sous-groupes paraboliques anti-standard de G et soit //f 9i\ 
s e W{M'\G\M). Alors, avec les notations de (4.3), w^.p = s'^. ^ ' ^ 

Définition 1 Soit M le sous- groupe de Lévi contenant Mq d'un sous- groupe parabolique 
semi-standard de G et {a, E) une représentation lisse irréductible de carré intégrable de 
M. On dit que a est G-régulière si: 

1) Pour tout s G W{M\G\M) avec s ^ 1, les représentations sa et a sont non 
équivalentes. 

2) Si P, P' sont des sous-groupes paraboliques de G ayant M pour sous groupe de Lévi, 
les applications rationnelles sur X{M)c, x '— ^ ^{P, P', o'x)' X '~^ -B(-P, P', cTx) n'ont pas 
pas de pôles en % = 1 et leurs valeurs en 1 sont des opérateurs inversibles. 

3) La représentation i'fa est irréductible. 
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On remarque que: 

Si {a, E) une représentation lisse irréductible de carré intégrable de M, 

(4.22) 



l'ensemble des x ^ X{M)c tel que a^ soit G-régulière est un ouvert de 



Zariski non vide de X(M)c et si a est unitaire, l'ensemble des x ^ X(M) 
tels que cr^ soit G-régulière est Zariski-dense dans X(M)c. 

Soit P = MU, P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. On 
introduit, pour s G W{M'\G\M), les sous-groupes paraboliques de G: 

Ps = (M' n s.P)U', Ps = {M' n s.P)U'-. (4.23) 

Soit (a, -E),une représentation lisse irréductible de carré intégrable de M, G-régulière 
de M. Posons (vr, V) = {ipa,ipE). On définit une application a: 

a -.V ^ ®sÇW{M'\G\M)'i'M'r\s.P^E^ ^ ^ iVs)s€W{M'\G\M)- 

par 

v^{m') = ôp!^\m){A{Ps, s.P, sa)\{s)v){m'), m' G M'. 

D'après [W], début de la preuve de la Proposition V.1.1, on a: 

L'application a se factorise en un isomorphisme de M'-modules entre Vp, 

et l'espace d'arrivée, qui est une somme de M'-modules irréductibles non , , 

équivalents, réduite à zéro si W{M'\G\M) est vide. On identifie dans la 

suite Vp, à l'aide de a avec l'image cet isomorphisme. 



Soit 1] G Wh{P,a). Comme A(s) entrelace ipa et ifpsa, d'après (4.4), il 
existe un unique si] G Wh{s.P, sa) tel que: 

as.P,sa,5r]) = aP,a,r])oX{s-'). 



(4.25) 



Théorème 1 Soit P (resp. P') un sous-groupe parabolique semi-standard (resp. stan- 
dard) de G. Soit o comme ci-dessus. 

(i) Pour s G W{M'\G\M), on a Wh{Ps, sa) = Wh{M' n s.P, sa). 

(ii)Soit rj G Wh{P,a). On note ^ = Ç,{P,cr,Ti). Alors, dans l 'isomorphisme ci-dessus, 
^p, qui est un élément du dual de Vpi , est nul si W{M'\G\M) est vide et sinon égal à 
{ù)sew{M'\G\M), avec: 

e. = e(M' n s.P, sa, B{Ps, s.P, sa)5r]), 

l'expression étant bien définie grâce à (i). 
(m) Si P est anti- standard, srj = rj. 

Démonstration: 

On procède comme dans la preuve du Théorème 3 de [D4]. (i) est entièrement semblable 
à celle de (i) du l.c. 

(ii) Si W{M'\G\M) est vide, Vp, est réduit à zéro, donc ,^p/ est nul. Ceci prouve la 
première assertion de (ii). 
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On suppose maintenant que W{M'\G\M) est non vide. On écrit: 

^P' = {ù)seWiM'\G\M), 

oii Ç,s est de la forme: 

^^ = ^(M' n s.P, sa, r]s), pour un élément r], de Wh{M' H s.P, sa). (4.26) 

11 s'agit donc de montrer: 

r]s = B{Ps, s.P, sa)5i]. (4-27) 

a) Montrons d'abord: 

Supposons P semi-standard et P~ C P' . Alors rji^ = rj. (4.28) 

On procède comme dans la preuve du Théorème 3 (ii) de [D4]. Cela conduit à l'égalité, 
pour V E V h support dans PP' = P'^P': 

c^p,,vpXO') = {^iP^M',a,r]),a-{a)vi^),a G Am', 

oii a^ = ipf-^M'^- Comme a~ est unitaire, on en déduit que: 

cç-,^|;(«) = {^iP^M',a,r]),a'{a)vi^),a G Am- 

Evaluant en 1, on en déduit: 

{^P',vp,) = {^{PnM',a,r]),vi^). 

Tenant compte de [D4], (7.12) et (7.13), on en déduit a). 

b) La fin de la démonstration du Théorème est alors identique à celle du Théorème 3 
de [D4]. D 
Soit P' = M'U' un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P = MU C M' 
un sous-groupe parabolique semi-standard de M' et soit Q = PU'. Soit (a, E) une 
représentation lisse irréductible de M. De l'application: 

Ef : Wh{P, a) ® i^'E -^ C°°{Uo n M'\M' , ^), 

se déduit, par fonctorialité de l'induction et l'identification canonique de i^,{ip E) avec 
içE, une apphcation: 

E^' : Wh{P, a) ® i'^E -^ i%C°°(f/o H M'\M' , iP). 

Si est un élément de Wh{P, a) inE, on le regarde comme fonction sur G à valeurs 
dans Wh{P,a) E. On a un isomorphisme de G- modules entre iqE et ip,{ip a). 
L'évaluation en l'élément neutre dans la deuxième réalisation de içE, donne lieu à une 
application, notée vm', de îqE dans ip E. Soit v G içE. On a (cf. [D4], (7.21)): 

p{m')rM'{v) = 5p, {m')rM'{p{Tn')v). (4.29) 
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On note encore r^' l'application de Wh{P, a) ® Îq) dans Wh{P, a) i^,^pE obtenue 
par tensorisation de l'identité de Wh{P,(T) avec tm'- On a: 

[<(0)(l)](m') = [Ef{rM'mm'),m' G M'. (4.30) 

De plus, si P = M', i^'E s'identifie naturellement à E. Avec cette identification on a: 

iEU)i9) = K'i<l>i9)) (4.31) 

Proposition 4 Soit P = MU (resp. P' = M'U' ) un sous-groupe parabolique anti- 
standard (resp. standard) de G, o une représentation lisse irréductible unitaire de 
carré intégrable G-régulière de M. 

Si s e W{M'\G\M), on note G{s,P',P,a) l'application linéaire de Wh{P,a) ®ifE 
dans Wh{Ps, sa) (8> i$ sE définie par: 

C{s, P', P, a) = B{Ps, s.P, sa) ® (A(P„ s.P, sa)X{s)). 

Alors, pour G Wh{P,a) ®i$E, E^{(l))'^^ = si W{M'\G\M) est vide et sinon, 
avec l'identification de ip^sE avec ip,{i^,ç^^ psE) et celle de Wh{Ps, sa) avec Wh{M' H 
s.P, sa) (cf. Théorème 1, (i)), on a: 

E^{<P)-^r' = J2 E^'nsACis, P', P, a)<j>), 

seW(M'\G\M) 

E${<P)-p, = Yl E^:^^ArM'{Cis,P',P,a)<P)), G WhiP,a)®t$E. 

s&W{M'\G\M) 

Démonstration: 

Les deux membres de la première égalité sont des fonctions sur GxM'. Par équivariance, 
on se réduit à démontrer l'égalité en (1,771') pour tout et tout m' G M'. Cette égalité 
se réduit, grâce à (4.30), à la seconde. Grâce à (3.8 ) et (4.29), on se réduit à prouver 
l'égalité évaluée en 1. On peut se limiter à démontrer l'égalité pour = r/ ® v, pour 
T) G Wh{a), V G ipE. Alors, avec les notations du Théorème précédent: 

E%{<p)pii)= Yl (^-^^)- 

seW{M'\G\M) 

En utilisant la définition de Ç,s et Vg, ce Théorème montre la deuxième égalité évaluée 
en 1. D 



5 Transformation de Fourier-Whittaker 

5.1 Définition de la transformée de Fourier-Whittaker 

Lemme 2 On suppose que (tt, V) est une représentation lisse de carré intégrable et 

irréductible de G. Alors: 

(i) Il existe un unique produit scalaire hermitien sur Whln) tel que: 



cU9)ci'A9)dg = (e,0(^,^'), e,e' e Wh{7i),v,v' G V. 
AgUo\G 
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où l'intégrale est absolument converente d'après la Proposition 2. 

(a) Si X Gst un caractère unitaire non ramifié de G, le produit scalaire sur Whln^) = 

Wh{n), ne dépend pas de x- 

(m) Si T est un opérateur d'entrelacement unitaire avec une autre représentation 

lisse unitaire irréductible de carré intégrable de G, (7ri,Vi), l'opérateur transposé T* 

détermine un opérateur unitaire entre Wh{TT) et Wh{7ri). 

Démonstration: 

(i) Il s'agit d'une simple application du Lemme de Schur. 

(ii) résulte immédiatement de la caractérisation du produit scalaire. 

(iii) est immédiat. D 

On appliquera ces notations aux sous-groupes de Lévi de G. 

Proposition 5 (i) Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et O 
l'orbite inertielle unitaire d'une représentation lisse de carré intégrable et irréductible 
de M. Soit (o", -E) un objet de O. On munit Wh{P,a) du produit scalaire défini grâce 
au Lemme 2 et à la définition de Wh{P,a). Par tensorisation avec le produit scalaire 
d'induite unitaire de ipa, on en déduit un produit scalaire sur Wh{P, a) ® i$E. 
Soit f G C{Uo\G,ip). Il existe un unique élément, f\P,a) de Wh{P,a) ®i^E tel que: 

UXP, 0-), 0) = / f{g)E^{a,i]^v){g)dg, G Wh{P, a) ® ï^E. (5.1) 

JUo\G 

l'intégrale du membre de droite étant convergente d'après la Proposition 2 et (3.15). 
(ii) Soit O"! une représentation unitaire équivalente à a de M et T un opérateur 
d'entrelacement unitaire entre o eto\. On note indT l'opérateur d'entrelacement induit 
de T, qui est unitaire. Alors on a: 

f{P, a,) = ((T*)-i ® indT)f{P, a), (5-2) 

ce qui définit f{P, a) comme fonction sur O à valeurs dans Wh ip. 

(iii) Soit P = MU ,P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques antistandard de G et 

s G W{M'\G\M). Alors, pour {a, E) objet de O: 

f{s.P,sa) = {Id^\{s))f{P,a). 

(iv) Soit {a,E) objet de O. Soit / G G^{Uo\G,i)) etgeG. On a: 

{Id0p{g))fiP,a) = ipig)f)XP,a). 

Démonstration: 

(i) Pour / fixé, le second membre de (5.1) définit une forme antilinéaire sur Wh{P, a) (g) 
ipE. Il est clair que si / est invariante à droite par un sous-groupe ouvert compact 
H de G, celle-ci est invariante par H. Par le Théorème de représentation de Riesz, en 
dimension finie, on en déduit (i). 

24 



(ii) La relation (5.2) résulte de la définition de / en (i) et de (4.6). 
(iii) résulte de (4.5). 

(iv) résulte de l'égalité p{g)Ep{a,ri ® f ) = Ep{a,ri p{g)v), qui est une conséquence 
immédiate de la définition des intégrales de Jacquet. D 

On appellera / la transformée de Fourier-Whittaker de /, ou plus simplement sa trans- 
formée de Fourier. 

Remarque 1 Nous avons déjà défini dans [D4] une transformation de Fourier- 
Whittaker pour les fonctions C^ en utilisant les représentations cuspidales de M au 
lieu des représentations de carré intégrable. Ces deux transformations sont différentes. 
Nous nous excusons auprès du lecteur de cet abus de terminologie. 

5.2 Majorations des dérivées d'intégrales de Jacquet 

On introduit l'espace C°°{0, WhÇ^ip) des fonctions C°° sur O à valeurs dans WhÇ^ip. 
Pour tout sous-groupe compact ouvert, H, de K on note C°°{0, Wh<^ip)^ l'espace des 
fonctions C°° iJ-invariantes par l'action régulière droite de H. Si (a, E) est un objet de 
O, cet espace s'identifie à un sous-espace fermé C°°(X(M), Wh{a) (iR.KnpE)^ muni 
de la topologie déduite de la topologie naturelle sur C°^(X(M)) . On vérifie aisément 
que cette topologie ne dépend pas du choix de a. On note C°°{0, Wh ® îp) la réunion 
des espaces C°°{0, Wh i$)^ lorsque H varie et on le munit de la topologie induite 
limite inductive. 

On définit une représentation lisse de G sur C°°{0, Wh ® ip), p., telle que pour tout 
G C^{0, Wh ® i'p) et a objet de O: 

{p,{g)(l))ia) = (Id ® pig))(l)ia),g G G. 

Si H est comme ci-dessus et g E G, p,{g) est un opérateur continu entre G°°{0, Wh 

if)^ et C°°{0, Wh ® i$)^', où H' = g.H n K. 

On note Pol{0, Wh ip) le sous-espace de C°°{0, Wh ip) formé des applications 

polynomiales. 

Lemme 3 On fixe H comme ci-dessus et on choisit H' comme dans (3.2). Si {(7,Ecr) 
est un objet de O, on définit une application pn' de Wh{a)^ipE^ dans ipE^Ç^ipE^, qui 
àr]®v associe eH'^{P,o',ri). Utilisant (4.1), on voit que cela une application continue, 
notée encore pu' de C°°{0,Wh ip)^ dans G°°{0,ip ip)^ ^^ , où on munit cet 
espace d'une topologie analogue à celle de C°°{0, WhÇ^ip)^ . Pour (j)' G G°°{0,i'f,®i'f,), 
soit Ep{(f)'{o')) la combinaison linéaire de coefficients lisses de i^a associée à (p'^cr) G 
ifE^ ®i^E„. On a: 



Pour a objet de O, les restrictions à Aq de Ep{((){a)) et Ep{{pH'(p){<y)) 
sont égales. 



(5.3) 



Démonstration: 

Cela résulte de (3.2). D 
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Lemme 4 Soit(f)EC°°{0,Wh^i^). Alors pour tout sous-groupe parabolique standard, 
P' = M'U et m' e M' les applications a ^ {E^{(j){a)))p>{m') et a ^ (E^(0(a)))^,(m') 
sont C°° sur O. 

Démonstration: 

D'après (3.8) et une propriété analogue pour le ternie constant faible, il suffit de prouver 
les assertions du Lemme pour m' = 1. On suppose que est invariante à droite par un 
sous-groupe compact ouvert de G, H. On utilise le Lemme précédent. On conclut gâce 
à l'anlague de notre Lemme pour les coefficients lisses (cf. [W] Lemme VI.2.1). n 

Lemme 5 Soit w une fonction strictement positive sur G, invariant à gauche par Uq- 
On suppose que pour tout go G G, il existe une constante Gg^ > telle que: 

w{99o^) < Cg,w{g), g eG. 

(i) Soit D un opérateur différentiel à coefficients G°° sur O. On suppose que pour tout 
(f) G G°°{0, Wh ip), il existe G' > telle que pour tout a G Aq et tout a objet de O: 

\w{a)D{E${<t^{a)){a))\<G'. 

Alors, pour tout G G°°{0,Wh ip), il existe G > telle que pour tout g E G, a 
objet de O: 

\wig)D{E^{<lyia))ig))\<G 

(a) Soit f \-^ f^ un entrelacement entre G°°{0, WhÇ^ip) et G°°{Uq\G,iP). On suppose 
que tout sous-groupe compact ouvert H de G il existe une semi-norme continue sur 
C°°(C, Wh (g) i%)", p', tel que , 

\w{a)f{a)\ < p'{(j)), aeA^,(j)eG°^{0,Wh® if)". 

Alors il existe une semi-norme continue sur G'^{0, Wh (8 ip)" , p, tel que: 

\wig)fig)\ < p(0), ^ eG,(l>e G°^iO, Wh ® tf". 

Démonstration: 

Prouvons (ii), la preuve de (i) étant similaire. 
Pour / G G°^{Uo\G,^), on note: 

J^if) = Supg(^G\w{g)f{g)\,iy'{f) = SupaeAo\w{a)f{a)\,J^'M) = Sup^^^-\w{a)f{a)\. 

Soit H un sous-groupe compact ouvert de G contenu dans K. Soit / un sous-ensemble 
fini de K tel que IH = K et soit Fq un sous-ensemble fini de Mq tel que G = UqAoFqK. 
Il nous faut majorer ui^f^). D'après l'hypothèse sur w, la définition de I et Fq, et la 
propriété d'entrelacement de l'application h- )■ f^, il existe C > tel que pour tout 
élément, 0, de C°^((9, Wh ® ip) invariant par H on ait: 

i^{f<t,) < GSupf^çFo,ieii^'{fp.(foi)4>))- (5-4) 
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D'après (3.4), il existe a^ E A tel que pour tout (f>, fo,i comme ci-dessus, la restriction 
à Aq de //{p(/oiao)0 est à support dans Aq . 
Mais d'après les propriéts de w, on a: 

i^'if) < Cayipiao)f)J e C^iUo\G,iP). 

Tenant compte de la propriété de Oq, on a : 

l^iU) < CCa,Supf,eFo,ell^'Mp.iAnao)<f>), ^ C°°(0, Wh ® î^)^. 

11 existe un sous-groupe compact ouvert de G, Hi tel que pour tout G C°°{0, Wh®i'^) 
invariant par H , tout /o G Fq, i E I, p(/o^ao)0 est invariant par Hi. D'apès l'hypothèse, 
on en déduit qu'il existe une semi-norme continue p' sur C°°{0, Wh ip) telle que: 

i^if) < p'(p(/mo)0), G C°°(0, Wh ® ï^)^. 

En tenant compte de la continuité des opérateurs p,{g), on en déduit le résultat. D 



Lemme 6 (i) Soit D un opérateur différentiel sur (9, G C°°((9, Wh^ic^p)- Il existe 
de'NetC>Otel que: 

\{D{E'f{<j>{a)){g)))\ < 5;/'(mo(^))(l + ||ifo(mo(^))||)^^ e G,a e O 

Démonstration: 

On choisit un sous-groupe ouvert compact de G, H, fixant et H' comme dans (3.2). 
On utilise les notations du Lemme 3. D'après [Dl], Lemme 6, et [W] Lemme IL 1.1, il 
existe li G N et C > tel que: 

1(1 + \\Ho{a)\\)-%'^\a){E'f{pH'(l>icr)))\ <C,aeAo,aeO (5.5) 

On introduit la fonction w sur G par w{g) = |(1 -|- ||ifo(^o(5'))||)~'^^o ("^o(5'))- Mon- 
trons que : 

w vérifie les hypothèses du Lemme 5. (5.6) 

Soit Qo G G. 11 suffit de voir qu'il existe un sous-ensemble compact de Mq, Q, tel 
que pour tout g E G, rno{ggo) G mQ{g)Q. L'ensemble {mo{kgo)\k G K} est un sous- 
ensemble compact de Mq qui a les propretés voulues. Alors la combinaison de (5.5) et 
des Lemmes 3 et 5 (i) conduit au résultat voulu. D 



Remarque 2 Soit {a, E) un objet deO, rj E Wh{a) etv E i^ç^pE. Soit D un opérateur 
différentiel à coefficients G°° sur X{M). Pour x ^ ^{M)^, on note v^ l'élément de 
i^{Ey?) dont la restriction à K est égale à v. On démontre, de manière similaire au 
Lemme précédent, qu'il existe d EN et G > telle que: 

\{D{E^{r^ ® v^){g))\ < ô'J\mo{g)){l + \\Ho{mo{gmY,9 e G, x G X(M). 
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Soit / un élément de A^{Uo\G, ip). On note, pour P' sous-groupe parabolique standard 
de G: 

ft'--=fp"fp'- (5.7) 

Lemme 7 Avec les notations ci-dessus, pour tout G C°°((9, Wh®i^), il existe £ > 
et C > tels que: 

(£;^(0(a)))+ (a) < Ce-^ll^o(a)||^^ ç Am' n A^ . 

Démonstration: 

On suppose que est invariante à droite par un sous-groupe compact ouvert de G, H. 
On utilise le Lemme 3 et ses notations. Alors d'après le Lemme 1, on a: 

(E^(0(a)))+ (a) = (Ef (pH,0(a)))+ (a),a G A^ , 

oii dans le membre de droite on utilise les notations de [W] pour les coefficients lisses. 
Alors le lemme Lemme VI. 2. 3 de l.c. conduit au résultat voulu car, avec les notations 
de celui-ci, S^(a) = 1 pour a G Am'- D 



5.3 Premières propriétés de la transformée de Fourier- 
Whittaker 

Soit P = MU un sous groupe parabolique anti-standard de G et O l'orbite inertielle 
d'une représentation lisse irréductible et de carré intégrable de M. 

Proposition 6 Sozt {a,E) objet de O. Soit f G C{Uo\G,^), g eG. 

(i) On a: {p.{g)f){P,a) = {p{g)f)\P,a). 

(a) On rappelle que Wh{a) i$E est muni du produit scalaire obtenu par produit 
tensoriel du produit scalaire sur Wh^a) et sur ipE. Si f,f' G C°°{Uo\G,ip) et 
f G G°°{Uo\G,ip), sont tels que ff est intégrable sur Uo\G, on pose {f,f')G = 
Iuo\Gf(9)f'i9)dg- Alors: 

(/, E<f{(P))G = U\P, a), 0), G Wh{a) ® i%E. 

Démonstration: 

(i) est une reformulation de la Proposition 5 (iv) et (ii) résulte immédiatement de la 
définition de /. D 

Proposition 7 On retient les notations précédentes. Pour f G C{Uq\G,iIj) on note 

fp,o> ^0, restriction de f{P, .) aux objets de O. 

(i)Alors fpo est un élément de C°°{0, Wh ip). 

(ii) De plus l'application f h-7> fpo est continue de C{Uq\G,iIj) dans G^{0, Wh ® ip)- 



Démonstration: 

(i) On utilise la définition de C°°{0, Wh ® ip) (cf. section 5.2). Avec les notations de 
la Remarque 2, il suffit de voir que, pour a objet de O, v E ï^np*^' V ^ Wh{a) et D 
opérateur différentiel à coefficients C°° sur X(M), l'application x -^ (/p.oI'^x)'''^ ® "^x) 
est C°°. Mais d'après la Proposition précédente: 



(/p,oK)'^®^x) = / f{g)E${r]®v^){g)dg. 

JUo\G 

La remarque 2 et la définition de C{Uq\G,iIj) permettent d'utiliser le Théorème de 
dérivation sous le signe somme pour achever de prouver (i). 

(ii) Soit H un sous-groupe compact ouvert. Toujours en utilisant le Théorème de 
dérivation sous le signe somme, on obtient une majoration de \D{fp^o{(7^),ri v^)\ 
par une semi-norme continue de C{Uo\G,ip)^ évaluée en /. Ceci achève de prouver la 
continuité voulue. 



6 Paquets d'ondes et leurs transformées de Fourier- 
Whittaker 

6.1 Paquets d'ondes dans l'espace de Schwartz 

Proposition 8 Soit O l'orbite inertielle unitaire d'une représentation lisse irréductible 
de carré intégrable de M. On fixe sur X{M) la mesure de Haar de masse totale 1. 
On munit O d'une mesure X {M) -invariante et telle que pour tout objet de O, {a^E), 
l'application de X{M) dans O, qui à x associe [c^], préserve localement les mesures. 
Si(t)e C°°(C, Wh ® i$), on définit f^ G C^{Uo\G, ^) par: 



Uig):= [ fiia)E'fi<Pia))ig)da,geG 
Jo 



qu'on appellera paquet d'ondes de 0. 

(i) On a, pour g eG, p{g)f4> = fp.(g)4>. 

(ii) De plus f^ est élément de C{Uq\G,iP). L'application cf) \-^ f^f, de G°°{0, Wh ip) 

dans C{Uo\G,iIj) est continue. 

Démonstration: 

(i) est immédiat. 
Montrons (ii). On pose: 

^,,Ai;(f) = -^^PaeA-SpM-'a + ||i/M„(a)|)i/(a)|,/ G C°°(f/o\G, V). 

D'après le Lemme 5 (ii), il suffit, pour tout sous-groupe compact ouvert. H, de G, de 
majorer Vd,A'{f<i>) pour G C°°(C, Wh ® if)^ : 

On va montrer que la restriction de /^ à Aq coïncide avec la restriction d'un paquet 
d'ondes sur le groupe ( cf [W] VI. 13). On utilise les notations et le résultat du Lemme 
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3. Dans [W], section VI. 3, les paquet d'ondes de coefficients lisses de représentations 
de G ont été définis. D'après le Lemme 3, on a: 

Pour a E O, les restrictions à A^ de Ep{(j){a)) et Ep{{pH'(p){o-)) sont /„ -,. 
égales. 

D'oii l'on déduit: 

Les restrictions de /^ et /p^,</, à Aq sont égales, (6.2) 

oii dans le second membre, il s'agit des paquets d'ondes de [W]. D'après [W], Proposition 
VI.3.1, l'application 0' i— )■ /^/ est une application continue de C°°((9, {ip<^ip)^ ^^ ) dans 
l'espace de Schwartz de G, ce qui conduit notamment à une majoration de ^dA'if4>')- 
Joint à la continuité de l'application t— )■ ph'4> et à (6.2), on conclut à une majoration 
de i'd{f(j>), oii l'd a été déinie en (3.11). Ceci achève de prouver la Proposition. D 

Remarque 3 Soit a un objet de O, r] E Wh{a) et v E ixnp^- Pour x ^ X{M), on 
note v^ r élément de i'p{<J ® x) dont la restriction à K est égale à v. On démontre 
de manière similaire à la Proposition que, pour tout G C°°{0), $ = J^,j^.Ep{ri ® 
v^)(f){x)dx est un élément de C{Uo\G,iIj) et que l'application (p ^ ^ est continue de 
C^iO) dansC{Uo\G,ilj). 

6.2 Transformation unipotente et transformée de Fourier- 
Whittaker 

Lemme 8 Soit P = MU un sous- groupe parabolique anti-standard de G. 
(i) Il existe G > tel que: 

((!+£(«)) <G{l + \\Ho{mo{u)\\),ueU. (6.3) 

(a) Il existe d E N tel que l'intégrale: 

ôl^\mo{u)){l+\\Ho{mo{u)\\)"''du 



'u 
soit absolument convergente. 

Démonstration: 

(i) résulte de [W], Lemme IL3.4, utilisé pour Pq, de sorte que U est contenu dans Uq , 

et Ll(6). 

(ii) résulte alors du Lemme II.4.2 de [W]. 

Lemme 9 Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, {a, E) une 
représentation lisse irréductible et de carré intégrable de M . 
Soit e > 0. On note 

X{My : {x = x'ô'pW e X(M)}. 
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Soit V G ipç^j^E. 

(i) Il existe C > tel que: 



\{r],v^iu~))\du~<C,xeXiMr. 



u- 



(ii) Pour X ^ XiMY j ^'^ ^■' 

Ju- 
où l'intégrale est absolument convergente. 

Commençons par démontrer (i). On a: 

{r],v^{u~)) = x{mp{u'))5p {mp{u')) {r], cr{mp{u')v{k{u'))) , u'^ G U' . (6.4) 

Soit Pq = {Pq n M)U . C'est un sous-groupe parabolique minimal semi- standard de G 
de sous-groupe de Lévi Mq. D'après le Lemme 2, rj est tempérée. Tenant compte de 
(3.13 ) et de l'égalité mpç^c\Mijnp{u~)) = mp'iu"), on voit qu'il existe C > Q et d' E N 
tels que pour tout k E K et m E M: 

{V,a{mp{u-))v{k)) < C'ô'J^^j^{{mp,{u~)){l + \\Ho{mp,{u~))\\r' . (6.5) 

Par ailleurs, par exponentiation de la première inégalité du Lemme II. 3. 4 de [W], on 
voit qu'il existe Ci,C[ > tels que: 

ôp{mp{u-)y < Cie-^i(i+^("")\ u- e U-. 

Donc: 

Pour tout d" G N, il existe C" > tel que 

(6.6) 
ôp{mp{u-)y < C"{l + a{u-))-'^",u-' G U' . 

Utilisant (6.5), (6.6) et le Lemme 8 (i), en y remplaçant Pq par -Pq ^^ ^ P^^ ^ > '^^ ^'^^^ 
que pour tout rf G N, il existe C > tel que pour tout x = x'^pî x' ^ -^(^)) u G U^: 

\{v,v^iu-))\<Cô'j;^^imp,iu-))il + \\Hoimp,iu-m)-''. 

On remarque que, d'une part : 

(5p^(mo) = Sp^,nM{mo)ôp{mo), uiq G Mq, 

et d'autre part: 

mo{mp{u')) = mpi^{u~),5p{mp{u~)) = ôp{mp;^{u')). 

Donc 

5p^{mp^{u')) = 5p^,nM{mo{mp{u~))5p{mp{u')). 

De l'inégalité précédente, de (6.4) et du Lemme 8 (ii), appliqué à Pq au lieu de Pq et 
U" au lieu de U, on déduit (i). 

Alors le second membre de l'égalité de (ii) définit un élément de Wh{i^a). Celui-ci est 
égal à ^{P,a,vi) d'après (4.1). D 
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Proposition 9 (i) Si f E C{Uq\G,iIj) et P = MU est un sous-groupe parabolique 
anti-standard de G, on définit: 

f^{m) = ôp (m) / f{mu)du, m G M, 



Ju 

l'intégrale étant absolument convergente. 

(a) On appelle f^ la transformée unipotente de f relativement à P. Soit H un sous- 
groupe ouvert compact de G. Soit d comme dans le Lemme 8 (ii). Il existe une semi- 
norme continue, p, sur C{Uo\G,ip)^ telle que: 

lirMIl < p{f)ô'J^^^{mo{m)){l + \\Ho{mo{mmY,m G M. 

Démonstration: 

Soit / G C{Uo\G,iIj). Soit d comme dans le Lemme 8 (ii). D'après (3.11), on a: 

\f{mu)\ < Ud{f)ô]^\m)ôl^\mo{mu)){l + \\Ho{mo{mu)\\y'^,m eM,ueU. 

Donc 

r(m) < u,if)Iim), 



ou: 



/ 1 /9 1 /9 /7 

I{m) = i ôp {m)ÔQ {mo{mu)){l + \\Ho{mo{mu)\\)~ du. 
Ju 

On voit que I{m) est invariante à droite par K fl M, en changeant u en kuk~^ pour 
k E K Cl M. Pour majorer I{m), on peut se ramener k m = Uirrii avec rrii G Mq, 
Ml G Uq. On voit immédiatement qu'alors mo{mu) = mQ{m)mQ{u) . Donc 

ôp{m)ôo{mo{mu)) = ôpgnM{rno{m))ôo{mo{u)),u G U. (6.7) 

On pose X = Ho^mQ^m)) , Y = Ho^rriQ^u)) , Z = HQ^niQ^mu)) . On a Y = Z — X. 
L'inégalité triangulaire implique (1 + ||Z||)(1 + ||X||) > 1 + ||1^||. On en déduit: 

(1 + \\Ho{mo{mum)-'' < (1 + ||iJo(mo(ix))||)-"(l + ||i/o(mo(m))||)'^. (6.8) 

Tenant compte de (6.8), et de (6.7), on en déduit: 

Hm) < 5^fn^,(mo(m))(l + ||//o(mo(m))||)'^ / ô'J\mo{u)){l + WHoimoiumydu. 

Ju 

L'intégrale, /, du membre de droite étant convergente d'après le Lemme 8, on a: 

ir(m)| < /z/,(/)4fn^(mo(m))(l + ||ifo(mo(m))||)^m G M. 
Ceci achève de prouver le Lemme. D 

On définit f^'^"-'^ par: 

r'^"'^((?,m) = ipig)ffim), geG,meM. (6.9) 

Alors Z^'™'^ G i^C°°(f/o n M\M,i)). 
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Proposition 10 Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, {a, E) 
une représentation lisse irréductible de carré intégrable de M. Soit f G C{Uo\G,ip) tel 
que pour tout g eG, /^'™'^(5') est élément de C(Uq fl M\M,iIj). Alors: 

f{P,a){g) = ir''''\9))iM,a),g e G, 

égalité qu'on réécrit: 

f{P,a) = {f'^-'){M,a). 

Démonstration: 

Soit V G iKnpE, V e Wh{a) et G C°°{X{M)). Pour x e X{M), on note v^ l'élément 
de ipE^ dont la restriction à K est égale à v. Soit 



J:= / {f{P,a^),r]®v^)(f){x)dx, 

J X{M) 

l'intégrale étant convergente d'après la Proposition 7 (i). On utilise la Proposition 6 
(ii) et la Remarque 2 pour utiliser le Théorème de Fubini et en déduire: 



c'est à dire: 



(/, / E^{r]<^v^)<P{x)dx)G, (6.10) 

J X{M) 



fia) I {^iP,(^x^v),ip(^i9)vx)(t)ix)dxdg. 

Uo\G Jx{M) 

On suppose maintenant que élément de l'espace Pol{0) des fonctions polynomiales 
sur O et que / est à support compact modulo Uq. Soit e > 0. On peut remplacer 
l'intégrale sur X{M) par l'intégrale sur X{My, car f{P,a^) est polynomiale (cf. la 
preuve de la Proposition 5 (i) de [D4] qui s'adapte ici). D'après [D4], (8.19), on a: 

Soit Q un sous-ensemble compact modulo l'action à gauche de Uq. Il existe 

une fonction continue à support compact sur G telle pour tout g E Q, (6.11) 

Iuo^Mdg= 1. 

Appliquant ceci au support de / et reprenant le calcul de /, on trouve: 



1= f{9)r{g) / {^{P,a^,rj),i'pa{g)v^)(f){x)dxdg. 

Jg jx(my 

D'après le Lemme 9, pour x ^ ^{^Y -, oii ^'■ 

{^iP^(^x^v),'i'p(^xi9)vx) = ^{u~)~^{v,Vx{u~g))du~, (6.12) 

Ju- 

oii l'intégrale est absolument convergente et pour tout g E G: 

\^{u^)^^ {r], v^{u^ g))\du^ < +oo. (6.13) 



X(My JU- 
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Donc: 



1= ^{9)1(9) / -^{u ) ^{r],v^{u~g))(j){x)du dxdg. 

Jg J x{my Ju- 



L 'application r/ est une application continue sur G, à support compact. Ce support 
est donc contenu dans un nombre fini de -ff-classes a droite, oii H est un sous-groupe 
compact ouvert de G fixant v. Il résulte de (6.13) que le Théorème de Fubini s'applique 
et l'intégrale sur G x X{My x U~ est absolument convergente. Il en ira de même 
des intégrales suivantes car elles sont obtenues grâce au Théorème de Fubini ou par un 
changement de variable. 
En utilisant l'égalité f{u~g) = ip{u^)f{g) et le fait que ip est unitaire, on a: 



1=1 il r{g)f{u g){r],v^{u-g))(j){x)dgdu dx- 

J x{MY Ju- Jg 

On change g en u~g dans l'intégrale intérieure: 



1= / / ^{{u ) g)f{g){r],v^{g))(l){x)dgdu dx- 

I x{MY Ju- Jg 



Tenant compte de l'invariance à droite par f/g H M de f\g){'q,v^[g)), on obtient: 



X(MY Ju- JUonM\G JUoCiM 



t{{u ) Uog)f{g){r],Vy,{g))(t){x)duodgdhdx. 



Transformant la succession des intégrales sur U et f/o fl M en une intégrale sur Uq et 
en utilisant les propriétés de r (cf. (6.11)), on en déduit: 



f{9){V:Vxi9))(f>ix)dgdx- 

X{MY JUonM\G 

Utilisant la formule intégrale (2.8) et tenant compte du fait que v^ est invariante à 
gauche par U, il s'ensuit que / est égal à: 



f{umk){ri,v^{mk))(f){x)^p (jn)dudmdkdx- 

X(MY JUx{Uor\M\M)xK 

Mais on a: 

{r],v^{mk)) = ô]!^{m)E^{a^,r]^v^{k)){m) 

et 

/ f{umk)du = (5p/^(m)[/^'*"'^(A;)](m). 
Ju 

Donc les fonctions modules disparaissent et l'on a, grâce à une utilisation du Théorème 

de Fubini, rendue possible par la convergence absolue des intégrales déjà mentionnée: 



/= / [f''-\k)]{m) / E^{a^,v^{k)ç^v)im)<P{x)dxdmdk. 

J(Uor\M\M)xK J X{MY 
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Par holomorphie, on a: 



EZ{(yxMk)®v)ijn)(l){x)dx= / E^^cr^Mk) ®v)im)<P{x)dx- 

X{MY J X{M) 

D'après la Proposition 8, appliquée à M au lieu de G et P, le premier membre de cette 
égalité définit un élément de C{Uo fl M\M,ip) qu'on note ^k- On a donc: 



/= / [/^'*"''(A;)](m)<î>fc(m)dmdA;. (6.14) 

J{Uor\M\M)xK 

D'abord, / étant fixée, d'après (6.10) et la Remarque 2, l'application — )■ J est une 
forme linéaire continue sur C°^((9). Par ailleurs, le second membre, J, de (6.14) est 
bien défini pour e C°°(0), car pour tout k e K, /^'^"'^(A;) G ^™(f/o n M\M,^) 
et $fc e C(?7o n M\M,ijj). De plus l'application i-)- $fc est continue de C°^(0) dans 
C([/onM\M, '0) d'après la Remarque 3. Donc l'application i— )■ J est une forme linéaire 
continue sur C°°{0). Par densité, l'égalité (6.14) est vraie pour tout G C°°{0). On 
fixe G C°°((9). D'après (6.10) et la Remarque 2, l'application / i— )■ / est continue sur 
C{Uo\G,iIj) . De même l'application / i— )■ J se prolonge en une forme linéaire continue 
sur C{Uo\G,iIj): cela résulte du fait que pour tout k E K, ^k ^ C{Uo fl M\M,ip) et de 
la Proposition 9 (ii). Donc, par densité (6.14) est vrai pour tout G C°^{0) et pour 
tout f eC{Uç\G,i)). 

Supposons que / vérifie l'hypothèse du Théorème. On peut alors, grâce à la Remarque 
2, utilisée pour M au lieu de G, appliquer le Théorème de Fubini pour obtenir, pour 
tout G C~(X(M)): 



(/(P,aJ,r/®t;Jrfx = / [f''^'-\k)]{m)E^{v^{k) ®r^){m)<P{a)dmdkdx. 

XM) Jx{M)xUonM\MxK 

Comme ceci est vrai pour tout G C°°(X(M)), on en déduit en particulier l'égalité: 



(/(P,a),r7®t;) = / {f''''-'{k){m)E^{a^,r] ç^ v{k)){m)dkdm, 

J KxUor\M\M 

011 on note encore v l'élément de i^E dont la restriction à K est égale à v. D'après la 
définition de la transformée de Fourier-Whittaker pour M, on en déduit: 

Comme ceci est vrai pour tout v G ïp-E, on en déduit: 

/(P,a) = (r'»^j(M,a). 
Ceci achève la preuve de la Proposition. D 



35 



6.3 Assertion A et relations de Maass-Selberg 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et P' = MU' un sous- 
groupe parabolique semi- standard de G de sous-groupe de Lévi M. Soit O l'orbite 
inertielle unitaire d'une représentation lisse irréductible de carré intégrable de M. On 
sait (cf. [W], V.l (11)), que l'on a l'égalité de fonctions rationnelles sur O: 

A{P',P,ay = A{P,P',a). (6.15) 

Nous démontrerons plus loin (cf. Théorème 4), l'assertion suivante dite 
Assertion A: 

On a l'égalité de fonctions rationnelles sur O, 

B{P, P', a)* = B{P', P, a). (6.16) 



Proposition 11 Supposons l'assertion A vraie. Soit P = MU (resp. P' = M'U' ) un 
sous-groupe parabolique antistandard (resp. standard) de G . Soit O V orbite inertielle 
unitaire d'une représentation lisse irréductible de carré intégrable de M . Soit (cr, E) un 
élément G-régulier de O. Soit G Wh{a) ® i$E et s e W{M'\G\M). Alors on a: 

/i^(a)||C(s,P',P,a)0f = /i^'(Hll0ir- 

Démonstration: 

On peut se limiter à prouver l'assertion pour (p = rj ® v, avec rj G Wh{a), v G i^E. 
Alors d'après la définition des fonctions G (cf. Proposition 4): 

\\G{s,P\P,a)r]<^vf = ||5(A, s.P, sa)ïïf P(P„ s.P, sa)t;f . 

D'après la formule d'adjonction pour les intégrales d'entrelacement (cf (6.15)) et 
l'assertion A qu'on suppose vraie, on a: 

||P(P„ s.P, sa)r^\\'' = xM\ P(P„ s.P, sa)v\\'' = y\\v\\\ 

oh X et y sont les scalaires tels que: 

B{s.P, Ps, sa)B{Ps, s.P, sa) = xld, A{s.P, P„ sa)A{Ps, s.P, sa) = yid. 

On a donc: 

\\G{s, P', P, a)r] (g) vf = xy\\r] (g) î;f . 

On calcule xy à l'aide de (4.12) et de la définition des matrices B. On trouve, par un 
calcul analogue à celui de [W], fin de la preuve du Lemme V.2.2: 

xy = fi^'{sa)fi^{sa)-^ 

puis, en utilisant (4.10): 

xy = fx^'{sa)fi'^{a)-\ 

Le Lemme en résulte. D 

Nous aurons besoin du Lemme suivant. 
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Lemme 10 Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie. Soit f une fonction 
holomorphe sur le complémentaire, U, d'un nombre fini d'hyperplans d'un voisinage de 
dans E et à valeurs dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. On la 
suppose en outre bornée sur U. On suppose qu'il existe une famille finie de fonctions 
affines sur E, (/«)«£/, telle que le produit de f par le produit des U s'étende en une 
fonction holomorphe, g, au voisinage de dans C". Alors f s'étend en une fonction 
holomorphe au voisinage de dans E. 

Démonstration: 

On peut supposer que / a été choisi minimal et il faut montrer qu'il est alors 
vide. Raisonnons par l'absurde et supposons / non vide. Soit io G /. On note 
/o •= (Y\i<^i\{io}^i)f ■ Alors /o est holomorphe sur U et /jg/o s'étend en une fonction 
holomorphe au voisinage de 0, à savoir g. D'après la minimalité de J, /jq s'annule en 0. 
Choisissons des coordonnées affines (zi, . . . , z„) telles que /j^ soit égale à la fonction Zi. 
On a: 

/o(^l, • • • , ^n) = ^1 g{Zl, . . . ,Zn). 

Comme /o est bornée au voisinage de 0, on en déduit que g s'annule dans un voisinage 
de sur l'hyperplan d'équation zi = et /o s'étend en une fonction holomorphe au 
voisinage de 0. Ceci contredit le fait que I est minimal. Ceci achève de prouver que I 
est vide. D 

Proposition 12 Supposons l'assertion A vraie. On note encore C{s,P',P, .) le pro- 
longement rationnel de C{s,P',P, .) (cf. Proposition 4) à O^. Avec les notations de la 
Proposition précédente, l'application a i-> fi^{a)fi'^ {sa)~^C{s, P', P, a) est holomorphe 
au voisinage de O. 

Démonstration: 

Soit (a, E) objet de O et G C^{0, Wh®i^). Grâce à (4.13), (4.12) et (4.17), on peut 
appliquer le Lemme précédent à la fonction définie sur le complémentaire d'un nombre 
fini d'hyperplans affines de (a^)c: 

A ^ fi^ia ® xx)f^^\s{a ® Xa))~'C(s, P', P,a® Xa)0(^ ® X\) 

dont les valeurs sont de norme constante, d'après la Proposition 11. La Proposition en 
résulte. D 

Proposition 13 Soient P = MU, P' = M'U' des sous-groupes paraboliques anti- 
standard de G tels que M et M' soient conjugués, s G W{M'\G\M)et soit Oq l'orbite 
inertielle d'une représentation lisse irréductible de carré intégrable de M. On pose, 
pour {a, E) objet de Oc et lorsque cela à un sens: 

C^{s, P', P, a) := B{s.P, P', sa)"^ ® A{P', s.P, sa)X{s). 

Tenant compte de l'égalité Wh{s.P,scr) = Wh{cr) (cf. (4.4 ))> on voit que lorsqu'il 
est défini, C^{s,P',P,a) est élément de Hom{Wh{a) ®i%E,Wh{sa) ®i%sE). Cela 
définit une fonction rationnelle sur Oq. De plus l'application a 1— )> C^{s,P',P,a) est 
holomorphe au voisinage de O et, pour tout a objet de O, C^{s,P',P,a) est unitaire. 
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Démonstration: 

D'après (4.9) et (4.16), on a: 

B{s.P, P', sa)-^ = j{sa)-^B{P', s.P, sa). 

De (6.15) et de l'assertion A, on déduit que C'^{s,P',P,cr)*C'^{s,P',P,(r) est égal à 

[B{s.P, P', sa)B{P', s.P, sa)]-^ ® [X{s-^)A{s.P, P', sa)A{P', s.P, a)X{s)]. 

Utilisant (4.12) et son analogue pour B, on en déduit. 

C%s, P', P, a)*C°(s, P', P, a) = M. 

De façon similaire, on voit que: 

C%s, P', P, a)C%s, P', P, a)* = M 

ce qui prouve que, lorsqu'il est défini, C^{s,P',P) est unitaire. Pour tout G 
C'^{0,Wh®if), d'après (4.13), (4.12) et (4.17), on peut appliquer le Lemme 10 à la 
fonction définie sur le complémentaire d'un nombre fini d'hyperplans affines de (a'^)c, 
A I— 7> C^{s, P', P, (T^)0((T^). Le Lemme en résulte. D 



6.4 Transformation unipotente de paquets d'ondes 

La preuve du Théorème suivant suit au plus près la preuve de la Proposition VI.4.1 de 
[W]. Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et soit O l'orbite 
inertielle unitaire d'une représentation lisse irréductible et de carré intégrable de M. 
Soit G Pol{0, Wh®i'f,). On dit que que est très régulière si vérifie les propriétés 
suivantes: 

Pour tout sous-groupe parabolique standard, P' = M'U' , de 

G et s G W{M'\G\M), la fonction rationnelle sur Ce o" ^ (6.17) 

fi'^{a)fi^ {sa)^^C{s,P',P,(7)(f){a), est holomorphe sur un voisinage de O. 

Pour tout sous-groupe parabolique antistandard P = MU, P' = M'U', de 

G et s G W{M'\G\M), la fonction rationnelle sur Oc, C°{s, P', P)(t){a) est (6.18) 

holomorphe sur un voisinage de O. 

D'après les propriétés de rationalité (4.8), (4.16): 



Il existe po G Po{0) non identiquement nul tel que pour tout G 
Polio, Wh ® ip), pcxp soit très régulière. 



(6.19) 



On note que si (7 G G et si est très régulière, p,{g)4> est très régulière d'après les 
propriétés d'entrelacement des fonctions G et G°. On remarque que, d'après les Propo- 
sitions 12 et et 13: 

Si l'Assertion A est vraie, tout G Pol{0, Wh ® ip) est très régulière. (6.20) 
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Théorème 2 Soit P = MU, P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques anti-standard 

de G, soit O l'orbite inertielle d'une représentation, lisse irréductible et de carré 

intégrable de M, et (p E Pol{0, Wh ® ip). Pour très régulière, on a: 

(i) Si le rang semi-simple de M' est inférieur ou égal à celui de M et si M' n'est pas 

conjugué à M, /. '*" est nul. 

(a) Supposons M et M' conjugués. Pour tout m' G M' et g E G, on a: 

(/f""'(^))M= E / E^'[{C\s,P',P,a){<P{a)){9)]{m')da. 

seWiM'\G\M) '^■^ 

(m) De plus f^'^"-'^ est à valeurs dans C{Uo\G,iIj). 

(iv) Si l'assertion A est vraie, les mêmes conclusions sont valables pour tout G 

G°°{0,Wh(^i$). 

Démonstration: 

Prouvons (i) et (ii). Soit G Pol{0, Wh ® if), g e G et m' e M'. Ona: 

p{.9)f4> = fp.{g)4>^ 

/f M = (pK)/f )(1) = ô],y\m'){p{m')Uf'{l) 
et pour v' élément de l'espace de if sa: 

{{^p,sa){m'))v'){l) = 5]i^{m'){sa{m')){v\l)). 

On est donc ramené à calculer f^ (1) pour tout très régulière. On fixe un sous-groupe 
compact ouvert H comme dans (2.6) tel que est invariante par p,{H). 

Il existe une constante G h > telle que pour tout ip G G°°{H): 

/ (p{g)dh = ch / (p{u'~m[u')du'~dm'du', (rot') 

oii les mesures sont celles induites par les mesures de Haar sur 
G,U'-,M',U'. 

On fixe a G Am' tel que |Q;(a)|ir < 1 pour tout a G S(P'). Pour n E N, posons 
?/; = a-'^iH n t/')a". Alors on a: 



Ju' 



Donc 



f^il)=limn^^ f^{u')du' = limn-,ocSp'ia) "" f^{a ''u'a'')du'. (6.22) 

Je/; JHnu' 

Pour tout n eN: 

f U{a-''u'a'')du' = [ f E${(t){a)){a-''u'a'')dadu'. 
JHnu' JHnu' Jo 
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On remarque que: 

£;^(0(a))(a-Va") = E^((p.(M'a")0)((7))(a-"). 
On pose alors: 



.„- , p.{u'a''')(l)du' ePol{0,Wh^i$) 
'Hnu' 



l'intégrale se réduisant à une somme finie, puisque est iï^-invariante. Alors: 



/; (1) = /ïm„_oo(5p'(«)"") / E'f{(i)^{a)){a-'')da. (6.23) 

Jo 



Comme a-"(/7 n M'){H H U'-)a^ C H,ona l'égalité: 



c / p,{um'u a^')(f)du' dm' du (6.24) 

'HnU'x HnM' xHnU'- 



ccj/ / p,{ha"')(j)dh. 
Jh 



où c = vol{H n M')-^vol{H n U'-y\ Donc 0„ G Po/(C, W^/i ® i^)^. 

D'après les propriétés du terme constant (cf. (3.7)), et en tenant compte de l'égalité 

ôpi- = 5p}, on peut choisir A^ assez grand pour que, pour tout n > A^, on ait: 

£;^(0„(a))(a-") = ôpiar/^E'fiM^))p,-ia-^). 
et avec la notation (5.7): 

E^(0„(a))(a-") = ôpiar/^[E^{M^)rp'-ia-n + SF(0n(^))p'- («-")]• (6.25) 

En reportant dans les égalités (6.23) puis (6.22), on obtient: 

/;'(!) =X- + X+, (6.26) 



ou 



X^ = Umn^^ôpiar/' / p(a)[E^(0„(a))^,-(a-")rf, 



0-, 



o 



(6.27) 



X+ = /.m„^oo5p' («)"/' / yt^(o-)[E^(0„(a))+_(a-")rf(T, 

Jo 

pour peu que ces limites existent. 
Montrons: 

Il existe £>0, C>Oet(iGN tels que pour tout n G N et tout cr G C on 
ait: 

[E^(0„(a))+_(a-") < CTp,(a)"/2(l+ ||iJo(a")||)V^II^"("")ll. 



(6.28) 



Par compacité de O, il suffit de prouver que pour o"o objet de O, on a une telle majo- 
ration pour O" dans un voisinage convenable de (Tq. Fixons ao E O et un ensemble fini 
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T C C^{p, Wh®i%Y tel que {0'(ao)|0' G J^} forme une base de Whia^) ® {^E^,)" . 
Il existe un voisinage U de o"o dans O tel que pour tout a EU, {0'((t)|0' G J-"} forme 
une base de Wh{a) ® {i%E„)^ . Pour tout 0" G C~(C, Wh ® if)^ et tout a G W, on 
peut donc écrire de façon unique: 



iV)=5^C(0',0",a)0V)- 



4>'€T 

Quitte à restreindre U, on peut supposer qu'il existe Ci > tel que pour tout 0" G 
C^{0, Wh ® i^)^ et tout a eu, on ait: 

5^ |C(0',0",a)| < C,Sup{{<P\a),<P"{aW G ^}. 

D'après le Lemme 7, il existe C2 > et e > tels que pour tout a objet de O et 0' G J-": 

|(Ef (0'(a)))+ (a-")| < C2e-^"ll^«('^)ll. 
Donc 

|(E^0„(a))+(a-")| < CiC25M(0'(^),0(^))l0' e ^}e--ll^"('^)ll. (6.29) 

Fixons 0' G J-". Pour (a, E) G W, on a: 

(0'(a),0„(a))= / (0'(a),p(iza")0(a))rfM. 
JHnu 

Comme 0' est invariante à droite par H et le produit scalaire sur W^/i(a) (8) îp-E étant 
G-invariant, on a donc : 

(0'(a), 0„(a)) = vol{H n f/)(0'(o-), p(a")0(a)). 

De la définition de ce produit scalaire résulte l'existence de (f)[ G C°°{0,ip ® ip) telle 
que, pour tout a objet de O, l'application g h^ {(^'{a), p{g)(f){(7)) soit de la forme 
g I— 7- Ep{(f)[{(r)){g), 011 -Ep est l'application coefficient de [W] section V.l. Donc, d'après 
[W], Lemmes VI. 2. 2, IL 1.1 et Equation I. 1(6), il existe C3 > tel que pour tout a E O: 

|(0V),0n(^)| < C35o(a"/^)(l + n||iJo(a)||)'^. 

Joint à (6.29), cela prouve (6.28). Joint à (6.27) et au choix de a, on en déduit que 
X+ = 0. 

En utilisant successivement (3.8), l'égalité ôp/- = 5p} et la définition de U^ pour ef- 
fectuer un changement de variable, on étabht les égalités: 

£^F(0n(a))p'-(a-") = ô'J^ia-'^) [ [S^(0(a))^",l(a-Va")](l)rfM' 

JHnU' 

= (5p/'(a") / [E^{(P{a))p.{u')]{l)du'. 
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En tenant compte de (6.23) et (6.25), on en déduit: 

X^ = Hmn^^ [ [ fi{a)[E^{<j){a)y^t{u')]{l)du'da. 
JoJu'„ 

Si le rang semi-simple de M' est inférieur ou égal à celui de M' et si M et M' ne sont 
pas conjugués, on voit que X™ = 0. Ceci achève de prouver (i). 
Prouvons (ii). 

Suposons M et M' conjugués. On va utiliser la Proposition 4 pour donner une expres- 
sion de Ep{(j){a)Ypt- Comme M et M' sont conjugués, pour tout s G W{M'\G\M), 
M' n s.P = M'. Dans notre utilisation du Théorème 4, P' est ici remplacé par P'~ et 
Pg est ici égal à P'~ , Pg est ici égal à P'. On a alors, grâce à la Proposition 4 et (4.31): 

X^ = Umn^ooX: 

Oll 

X:= J2 I f ^ f^{^)[E'^'{C{s,P'-,P,ama)){u')]{l)dadu' 

et on veut passer à la limite sur n. Mais un déplacement de contour d'intégration est 
nécessaire. Si x 6st un caractère non ramifié de M, on note Ox l'ensemble des classes 
d'équivalence des représentations cr^ lorsque a décrit les objets de O. On munit Ox de 
la mesure obtenue par transport de structure de la mesure sur O. Posons: 

(f)s{a) := fi{a)C{s, P'- , P, a)0(a) G Wh{P', sa) i$,- (sE). (6.30) 

Comme est très régulière, il existe ei > tel que, pour tout s G W{M'\G\M) (pg, est 
holomorphe sur {a xlll-^e xll < f^iH-Re ôp\\}. On choisit e > strictement plus petit 
que El. On pose 

A,,, := s-'ôpf. (6.31) 

Pour des raisons d'holomorphie,, on a: 

X:= J2 I I [E^>{U^){n'mi)dadu'. (6.32) 

s&¥{M'\G\M) ■^^^'>,^ -^^'n 

On veut passer à la limite sur n dans cette expression. Il faut majorer 

[E^:{u^)){u'm). 

Soit {(J,E) un objet de O. Soit Vg G ip,^{sE)s\^^, rjg G Wh{P',scr). On remarque 
que Wh{P', sa) est égal à Wh{sa), puisque P' est anti-standard. Alors, il résulte de la 
définition que: 

[E^:ivg®r]g)ig)]il) = {r]g,vgig)). 

On écrit: 

u = u-{u)m'{u')k{u), u''{u) G U'~ , m'{u) G M',k{u') G K, 

de sorte que m'{u') = mp/-{u'), etc.. Tenant compte des propriétés de covariance de 
Vg, on voit que: 

{ris,Vs{u')) = {sAs^s){m'{u'))ôp}'^{m'{u)){r]s,sa{m'{u'))vs{k{u))) 
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et, tenant compte de la définition de A^^g, on obtient: 

{ris,Vs{u)) = 6p}^'^'\m' {u')){r]s, sa{m' {u'))vs{k{u'))) . 

Tenant compte du fait que la restriction àe Vs h, K ne prend qu'un nombre fini de 
valeurs, on déduit de (6.6), du Lemme 8 (i) et de la tempérance de rjs (cf. Proposition 
2 ), que pour tout d E N /û existe C > tel que : 

\{r]sMn))\ < CT;y'(m'(M))5XnM(^o(m'(M'))(l + l|i/o(mo(m'(iz'))ll)-' 

ou C est une constante qui ne dépend que de la restriction àe Vs h, K et de rjs mais pas 
de 0" G O. Comme P' est anti- standard, on a l'égalité: 

ôp}{m'{u))ôpgnM{rno{m'{u')) = ôpg{mo{m'{u')). 

Donc, on a: 

\{Vs,Vs{u))\ < Cô'j;{mo{m\u'mi + \\Ho{mo{m\u'm)-'. 

On en déduit que , pour tout c? G N, il existe C > tel que pour tout s G W{M'\G\M) 
et a objet de OA^^: 

I^M'(0.(^))K)](1)I < C'ôp,{m\u')){l+\\Ho{mo{m\u'mr'',u' G U' . 

Comme le second membre de cette inégalité est une fonction intégrable sur OA^ ^ x U', 
pour d bien choisi, d'après le Lemme 8. On peut appliquer le Théorème de convergence 
dominée et déduire de (6.32): 

X-= Y. I lK<y)[E^'{U<y){n)m)d<ydu\ 

sÇW(M'\G\M) "'C'^s.E -^U' 

la fonction sous le signe intégrale étant intégrable pour la mesure produit. On peut 
appliquer le théorème de Fubini et commencer par calculer l'intégrale sur U' . Soit a 
objet de OKs^e- Si v est invariante par un sous-groupe compact ouvert de G, iJ, on a: 

{r^,{A{P\P'-,sa)v){l)) = {eM'nHV,iAiP', P'-,sa)v)il)). 

Donc, d'après la définition des intégrales d'entrelacement, notamment la dernière as- 
sertion de (4.7), on a: 

{r],{A{P',P'-,.sa)v)il) >= f {eM'nuvMn) > du' . 

Ju' 

Comme v{u') est M' fl if -invariante, on obtient finalement: 

{r],{A{P',P'-,sa)v){l)>= [ {r],v{u'))du'. 

Ju' 
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De cette dernière égalité et de (6.30), on en déduit: 

[El^;(0,(a))(izO](l)rf«' = i^M'[((/rfH^h(P',s.)®A(P',P'-,sa))C'(s,P'-,P,a)0(a))(l)](l). 



U' 

Tenant compte de la définition des fonctions C (cf. Proposition 4) et de (4.12), on voit 
que f^ (1) est égal à la somme sur s G W{M'\G\M) de: 

/i(a)j(P', P'-, s.P, sa)E^:[{{B{P', s.P, sa, sxMA{P', s.P, sa)\{s))<p{a)){l)]{l)da. 

OAs,e 

Montrons, avec les notations de la Proposition 13: 

/i(a)j(P', P'-, s.P, saMBiP', s.P, sa, sx) ® {A{P', s.P, sa)\{s)) = C\s, P', P, a). 

(6.33) 
Comme C^{s, P', P, a) = B{s.P, P'sa)'^ ® A{P' , s.P, sa)\{s), il faut donc montrer 

^l{a)J{P', P'', s.P, sa)B{P', s.P, sa, sx) = B{s.P, P', sa)-\ 

Mais 

B{P', s.P, .sa)B{s.P, P', .sa) = j{P', s.P, P', .sa). 

Donc 

fi{a)j{P', P'-, s.P, sa)B{P', s.P, sa, sx) 

est égal à: 

/i(a)j(P', P'-, s.P, sa)j{P', s.P, P')B{s.P, P', sa)-\ 

On déduit de (4.12), j{P',P'-,s.P,sa)j{P',s.P,P') = 3{sa). Mais, cf. [W], IV. 3(3) 
/i(cr) = /i(scr) = j{sa)^^. Cela prouve (6.33). 

En clioissant e suffisamment petit, comme (p est très régulière, on peut, pour des raisons 
d'iiolomorphie, remplacer l'intégrale sur OAg^s par l'intégrale sur O. Ceci achève la 
preuve de (ii). 

Alors (iii) résulte de (i) et (ii) et de la Proposition 8 appliquée à M au lieu de G et P. 
(iv) Si l'Assertion A est vraie, le résultat est aussi valable pour polynomiale, d'après 
(6.20). D'après les Propositions 8 et 9 (ii), l'application , — )■ f^{l) est une forme 
linéaire continue sur C°°{0, WhÇ^i^). Son évaluation en est égale au premier membre 
de l'égalité de (ii) pour g = m' = 1. Mais, si l'Assertion A est vraie, le deuxième 
membre, pour g = m' = 1, est également une forme linéaire continue sur ce même espace 
membre est également d'après la Proposition 8. La densité de Pol{0, Wh ® ip) dans 
C°°{0, Wh^if) et (i) et (ii) impliquent l'analogue de (i) et (ii) pour G C°°(0, Wh(^ 

Utilisant la Proposition 8 appliquée à M au lieu de G et P , on déduit l'analogue de 
(iii). D 
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6.5 Transformée de Fourier de paquets d'ondes 

Théorème 3 Soient P = MU, P = M'U' des sous-groupes paraboliques anti-standard 
de G . Soit O V orbite inertielle unitaire d'une représentation lisse irréductible et de 
carré intégrable de M. Soit G Pol{0, WhÇ!) i'f) très régulière ou, si l'Asserion A est 
vraie, G C°°{0,Wh Ç^ ip) . Soit [ai,Ei) une représentation lisse irréductible et de 
carré intégrable de M' . Si M et M' sont conjugués, on a: 

seW{M'\G\M),s-'^ai£0 

Si l'Assertion A est vraie, le même résultat est vrai pour G C°°{0, Wh ip)- 

Démonstration: 

La preuve est entièrement analogue à celle du Théorème 5 de [D4] , en y remplaçant 

lC{s, P', P, sct)0)(sct) par C°(s, P', P, a)0(a). 

6.6 Produit scalaire de paquets d'ondes 

Proposition 14 Soit P = MU, P' = MU' deux sous-groupes paraboliques anti- 
standard de G. Soit O (resp. Oi) l'orbite inertielle d'une représentation lisse, 
irréductible et cuspidale de M (resp. M'). Soit G Pol{0, Whif), 0i G Pol{Oi, Wh® 
ipr) très régulières (resp. G C°°(0,ip), 0i G G°°{Oi,Whi® ip,) si l'Assertion A est 
vraie ). 

(i) Si M et M' ne sont pas conjugués dans G, {f(p, f(Pi)G ^st nul. 
(a) Si M et M' sont conjugués dans G, {f^p, f(j,^)G ^st égal à: 

f Yl K^i)iC\s, P', P, s-Vi)0(s-Vi), 0i(ai))rfai. 

'^i s€WiM'\G]M),sO=Oi 

Démonstration: 

La démonstration est semblable à celle de [W], Proposition VII.2.2. Nous la donnons 
pour la commodité du lecteur. 

On a l'égalité 



(/0,/0i)g=/ /^(^) / /i((Ti)(^^,(0i(ai))(^)rfairf^. 

JUo\G JOi 

Comme Oi est compact et comme f^ G C{Uo\G,ip), on déduit du Lemme 6 et (3.15) 
que l'intégrale double est absolument convergente et l'on obtient: 

{UJ4>i)g= / fiiai) {f^,E% {(pliai))) cdai 

JOi 

et d'après la définition de /: 

{U,Ui)G= / /i((7l)(/^(P',fTi),0i((7i))rf(7i. 
JOi 
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Supposons le rang semi-simple de M' inférieur ou égal à celui de M . En utilisant la 
Proposition 10 et le Théorème 2 (i), on voit que {f^, f<i)i)G = si M n'est pas conjugué 
à M' . Si le rang semi-simple de M' est strictement plus grand que celui de M, il suffit 
d'appliquer la relation {f^, ftp^a = {f<t>i, f<f>)G, pour achever la preuve de (i). 

Supposons maintenant M et M' conjugués dans G. Le Théorème 3 calcule f^{P',ai), 
ce qui conduit à (ii). D 

Corollaire 1 Avec les notations de la Proposition précédente, en supposant l'assertion 
A vraie, si M et M' ne sont pas conjugués, f{P', ) est nul. 

Démonstration: 

Pour tout 01 comme ci-dessus , on a {f(j„f(f,jG = 0. Soit encore, d'après la Proposition 
6: 

/ (/(P',ai),0i(ai)^(ai)rffTi = O. 
Joi 

Comme cela est vrai pour tout 0i G C°°{Oi, Wh ® ip,), on en déduit la nullité voulue. 

D 



6.7 Adjoint de la matrice: preuve de l'assertion A 

Théorème 4 Soit P, Q des sous-groupes paraboliques semi-standard de G possédant 
le même sous-groupe de Lévi serai- standard, M. On suppose P anti- standard. Soit O 
l'orbite inertielle d'une représentation lisse, irréductible et de carré intégrable de M. 
On a l'égalité de fonctions rationnelles sur O: 

B{P,Q,ay = B{Q,P,a) 

Démonstration: 

Soit P' le sous-groupe parabolique anti-standard de G auquel Q est conjugué et Oi 
une orbite inertielle de M' conjuguée de O par un élément de W{M'\G\M). Soit G 
Pol{0, WhÇ^ip), 01 G Pol{Oi, WhÇ!)ip,) très régulières. Alors, d'après la Proposition 
précédente: 

{U,U')g= f Yl yu(^i)(C°(s,P',P,s-Vi)0(s-Vi),0i((7i))rfai. 

•^^^ seWiM'\G\M),sO=Oi 

Puis en utilisant (/^, /^/)g = (U', f<f>)G, on a: 

{U.U')g= I Y. li{a){cp{a),G\t,P,P\t-^a)cp,{t-^a))da. (6.34) 

'^ tç_W{M\G\M>),t-'^0=Oi 

On pose a = s^^a dans (6.34). Comme fi{a) = fi{(7i) d'après [W] IV. 3 (3), on a: 
{U,U')g= f Yl fi{(j){G%s,P',P,a)^{a),Msa))da. (6.35) 

'^'^ seW(M'\G\M),sO=Oi 
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A s e W{M'\G\M) correspond un unique élément t de W{M\G\M') tel que ts = m e 
Mo n K. Si est très régulière, il en va de même de p0 pour tout p G Pol{0). Par 
ailleurs si F e C~(C) est tel que: 



/ p{a)F{a)da = 0,pe Pol{0), 
Jo 



'O 

alors -F = 0. 

Donc, pour tout a objet de (9, les expressions sous le signe intégrale dans les membres 

de droite des égalités (6.34) et (6.35) sont égales. 

Soit O' l'ensemble des a G (9 tel que, avec les notations de (6.19), poW) soit non nul 

et tels que si w G W{M, O), wa ne soit équivalente à a que si w = 1. On remarque que 

O' est dense dans O. 

Soit {<J,E) un objet de O', s G W{M'\G\M) et t comme ci-dessus. D'après (6.19) on 

peut choisir (pi très régulière tel que (pi{sa) soit non nul et arbitraire dans ip(tEi) et tel 

que (pii^s'a) = si s' G W{M'\G\M) est distinct de s. De même 0(cr) peut être choisi 

arbitrairement. Alors, tous les termes sous le signe intégral de (6.34) (resp.(6.35)) sont 

nuls excepté celui correspondant à s (resp. t). On en déduit: 

(C°(s,P',P,(T)0(a),0i(sa)) = (0(a),c°(t,p,p',rV)0i(rV)). (6.36) 

Les deux membres de cette égalité sont des fonctions scalaires sur O. Comme ma 
est équivalente à o" , on ne change pas le deuxième membre en remplaçant a par ma. 
Comme on a s = t^^ma, on a donc : 

(0(a),C"'(t,P,P',rV)0i(t-V)) = (0(ma),C°(t,P,P',sa)0i(s(T)). 

Mais est une fonction sur O à valeurs dans Wh ® ip. L'opérateur a{m) entrelace ai 
et mai et le transposé de a{m), a'{m,~^), induit une bijection de Wh{a) sur Wh{m,a), 
Donc 

(pi{ma) = T(f){a), 

on T = a'{m,~^) ® A(m), dont l'adjoint est égal à a'{m) ® \{m~^). Donc: 

(0(a), C\t, P, P', rV)0i(rV)) = (0(a), {a' {m) ® \{m'^))C\t, P, P', sa)(t>i{sa)), 

où * désigne l'adjoint. Joint à l'égalité (6.36), on en déduit: 

C^{s, P', P, a)* = {a'{m) ® X{m~^))C%t, P, P', sa). (6.37) 

D'après la définition des fonctions C° (cf. Proposition 13) et l'égalité ts = m,, on a: 

C\s, P', P, a) = B{s.P, P', sa)-^ ® A{P', s.P, sa)X{s) 

CO(t.P, P', sa) = B{t.P', P, ma)-^ (g) A{P, t.P', ma)\{t). 
On a, par conjugaison par m et en tenant compte de l'égalité m,^^t = s^^ 

X{m-^)A{P,t.P',ma)X{t) = A{P,t.P',a)X{s-^). 
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Par ailleurs (cf. (6.15): 

((A(P', s.P, sa)A(s))* = X{s~^)A{s.P, P', sa) 

puis par conjugaison par s^^: 

{A{P', s.P, s(x)X{s))* = A{P, t.P, a)A(s-i). 

Alors les égalités précédentes jointes à l'égalité (6.37), montrent, après que l'on ai pris 
les inverses: 

B{s.P, P', sa)* = B{t.P', P, ma)a'{m-^) (6.38) 

Par conjugaison par m, on a: 

B{t.P',P,ma)a\m-^) = a'{m-^)B{t.P, P,a) 

Mais d'après l'analogue de [D4], (7.20), dont la preuve, par transport de structure, est 
identique et oii s et t sont triviaux car P et P' sont standard, on a: 

a'{m-^)B{t.P, P, a) = B{P', s.P, sa) 

Joignant les deux égalités précédentes à (6.38), on obtient: 

B{s.P, P', sa))* = B{P', s.P, sa) 

Echangeant le rôle de P et P', on en déduit le Théorème. D 

7 Formule de Plancherel 

7.1 Equation fonctionnelle pour les intégrales de Jacquet 

Soit 6 l'ensemble des couples (P, O) où. P = MU est un sous-groupe parabolique anti- 
standard de G et O l'orbite inertielle unitaire d'une représentation lisse irréductible et 
de carré intégrable de M. 

Proposition 15 Soit P = MU, P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques anti- 
standard de G tels que M et M' soient conjugués et s E W{M'\G\M). Soit (P, C) G 
et (j) G C°°{0, Wh ip). On a l'égalité de fonctions sur O: 

E%{C'{s,P',P,a)<Pia)) = E^{<P{a)). 

Démonstration: 

Soit rj' G Wh{sa). D'après la définition des matrices B, on a l'égalité de fonctions sur 
O: 

a-s.P, sa, Bis.P, P', sa, r]') = ^(P', sa, r]') o A(P', s.P, sa). 

Mais d'après (4.4), on a Wh{s.P,sa) = Wh{a) et l'égalité.: 

^s.P, sa, B{s.P, P', sa)r]') = ^P, a, B{s.P, P', sa)r]')\{s-'). 
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Donc on a: 

e(P, a, B{s.P, P', sa)i) = i{P' , sa, i) o A{P' , s.P, sa) o A(s). (7.1) 

Posant î] = B{s.P, P', sa)r]' G Wh{s.P, sa) = Wh{a), on a, lorsque B{s.P, P', sa)^^ est 
défini: 

e(P, a, r]) = e(P', sa, P(s.P, P', sa)''r])A{P', s.P, sa) o A(s). 

Utilisant la définition des intégrales de Jacquet et la définition de C^{s, P', P, a), on en 
déduit la Proposition. D 

Remarque 4 Notons A{s,P',P,a) := A{P',s.P,sa)X{s) l'opérateur d'entrelacement 
entre i^a et i^sa, lorqu'il est défini. Comme dans la définition des matrices B, on 
voit qu'il existe une unique application linéaire, notée B{s~^,P,P',a), entre Wh{sa) 
et Wh{a) telle que: 

e(P, a, B{s'\ P, P', sa)r]') = ^(P', sa, r]') o A{s, P', P, a),r]' e Wh{sa). 

On déduit de (7.1), l'égalité: 

B{s.P, P', sa) = B{s-\ P, P', sa). 

Cela permet une définition des fonctions C" sans avoir recours, pour les intégrales de 
Jacquet, à des sous-groupes paraboliques autres qu' anti-standard. 

7.2 Equation fonctionnelle pour la Transformée de Fourier- 
Whittaker 

Proposition 16 Soit f G C(f/o\G,^). 

(i) Il existe un ensemble fini de couples (P, O) G tels que que fp^o soit non nul. 
(a) Soit P = MU, P' = M'U' deux sous-groupes paraboliques antistandard de G et 
s G W{M'\G\M) tels que M et M' soient conjugués. Soit {P,0) G 6. On a l'égalité, 
pour tout {a,E) objet de O: 

f\P',sa) = C\s,P',P,a)f\P,a). 

Démonstration: 

(i) Soit H un sous-groupe compact ouvert de G fixant /. (i) résulte du fait qu'il n'y a 
qu'un nombre fini de couples (P, O) G 9 tels que pour un objet de O, {a, E), l'espace 
i'f.E contienne un vecteur non nul invariant par H ( cf [W], Théorème VIII. 1.2). 
(ii) Soit G Wh{a) ® ipE. On a par définition de /: 



{f{P,a),<p)= [ f{g)E^{<p){g)dg. 

JUn\G 



'Uo\G 

Tenant compte de la Propostion 15, on en déduit: 



(/(P,a),0)= / f{g)E^,{C%s,P',P,a)<jy){g)dg. 

JUn\G 



'Uo\G 
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De la définition de /, on en déduit: 

(/(P, a), 0) = (/(P', sa), {C'{s, P', P, a)<j>). 

Mais, l'Assertion A tant maintenant démontrée, l'adjoint de {C^{s,P',P,a) est égal à 
{C^{s,P',P,a)~^, daprès la Proposition 13. Donc: 

(/(P, a), 0) = ((C°(s, P', P, a)-'f{P', sa), 0). 

Comme cela est vrai pour tout 0, on en déduit l'égalité voulue. D 



7.3 Espace 5*™ et applications T et W 

On définit: 

S = ®iP,o)eeC^iO,Wh(g)i$). 

Si P = MU est un sous groupe parabolique anti-standard de G, on note p{P) le nombre 
de sous-groupes paraboliques anti-standard dont le Lévi standard est conjugué à M. Si 
/ est un ensemble fini, on note |/| son cardinal. On définit: 

c{P):=p{P)\W{M\G\M)\. (7.2) 

On munit S du produit scalaire qui fait de cette somme une somme directe orthogonale 
et qui, pour tout (P, O) G 0, 0, 0' G C°^(C, Wh (g) if) vérifie: 

(0, 00 = c{P)-^ [ /i(a)(0(a), <Pia'))da. (7.3) 

On note 5™" l'ensemble des éléments {(pp,o){p,o)ee tels que, si (P = M^, O) G 6, 
P' = M'?7' est un sous-groupes parabolique anti-standard de G telsque M et M' soient 
conjugués et s G W{M'\G\M), on a: 

0p',so(s^) = C°(s, P', P, a)0p,o(a), 

pour tout 0" objet de O. 

Pour / G C{Uo\G,ip), on note J-"/, la famille {fp,o){p,o)ee- D'après les Propositions 7 

et 16, c'est un élément de 5*"^. 

Tenant compte de la Proposition 8, on note W, l'application de S dans C{Uo\G,ip) qui 

à {(pp,o){P,o)ee associe J2(po)ee'^(^)^^f4>po' ^^ somme ne comportant qu'un nombre 

fini de termes non nuls. 

7.4 Injectivité de J^ 

Soit (tt, V) une représentation lisse de G, .^ G Wh^n). On suppose que n est tempérée 
de sorte que ^ est également tempérée. Soit / G C{Uo\G,ip)- On note /* la fonction 
sur G définie par f*{g) = f{g^^) pour g E G. On définit n'{f*)Ç, G V, par: 

{^'{n^,v)= [ ng){n'{g)^,v)dg. (7.4) 

JG/Uo 
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l'intégrale étant convergente puisque ^ est tempérée. La représentation régulière droite 
de G dans L'^ {Uo\G , ip) se décompose en une intégrale hilbertienne de représentations 
unitaires irréductibles de G, (/^ n^àfi^z), f^ Hzdjj,{z)). On note, pour 2; G Z, {jf, H'^) 
la représentation lisse de G, vr^, dans l'espace if^, des vecteurs lisses de Hz, i.e. fixés 
par un sous-groupe compact ouvert de G. 

Proposition 17 Pour ^-presque tout z Çî Z , il existe un morphisme de G-modules, [5^, 
entre C{Uq\G,^) et H^ et il existe i^ e Wh{-K^) tels que: 
(i) Pour tout f e CiUo\G,i^), f = /® /3,(/)rf/i(z). 
(a) Pour fi-presque tout z E Z , ttz est tempérée, 
(a) Pour fi-presque tout z E Z , on a 



mf),y) = {<if*)ù,v)Je CiUo\G,tp),ve HT. 

Démonstration: 

D'après [Bl], section 3.6 et section 1.4, pour montrer (i) il suffit de démontrer que 
l'injection de C{Uq\G,iP) est "fine" dans le sens de Le, section 1.4. On introduit pour 
cela la fonction w sur Uq\G: 

w{g) = il+\\HoimoigmY 

on d = 2dimAo. Soit S,^ := {/ G L^{Uo\G,x)\ Ju,\G\f(9)?^i9)dg < 00}. Alors 
C{Uo\G,ip) est un sous espace de Sw et l'injection est continue d'après (3.14). Il suffit 
donc de montrer que l'injection de 5*^ est "fine" (cL l.c section 1.4) . Pour cela utilisant 
la section 3.6 et le Théorème 3.4 de l.c, il suffit de voir que w est un poids sommable 
dans le sens de l.c, section 3.2. Pour cela on introduit A = A{Aq)Fq, 011 Fq est un 
sous-ensemble fini de Mq tel que UqAqFqK. Alors c'est un "net" au sens de l.c. section 
3.2. On vérifie facilement que: 

^w{gy^ < 00. 

geA 

Donc w est bien sommable. Comme on l'a dit, (i) en résulte. 

(ii) a été démontré dans [D4], Théorème 7. Ceci implique que pour /i-presque tout 

-2 G Z, ^2 est tempérée. 

On déduit (iii) de (i) comme dans la Proposition 15 de [D4] . D 

Corollaire 2 Soit f G C{Uo\G,iIj), si pour toute représentation unitaire irréductiblle 
tempérée lisse de G et ^ E Wh{7T), 7r'(/*),^ = 0, alors f est nulle. 

Proposition 18 J-" est une application linéaire injective de C{Uo\G,iIj) dans S'^"''" . 

Démonstration: 

Soit / G C{Uo\G,iIj) tel que J-'f = 0. Comme dans la preuve de la Proposition 11 de 
[D4], on voit que, pour tout (P, C) G 0, (o", E) objet de C et ^ G Wh^a): 
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Comme toute représentation lisse unitaire irréductible et tempérée de G, (vr, V), est un 
facteur direct d'une représentation i^a et que l'espace Wh{i%a) est égal à {^{P, cr, rj) \ri G 
Wh{a)}, on en déduit: 

7r'in^ = 0,^eWhia). 

La proposition résulte alors du Corollaire précédent. D 



7.5 Formule de Plancherel 

Théorème 5 L'application T est une bijection de C{Uo\G,iIj) sur S''"''" , dont l'inverse 
est donné par la restriction deWà S''™ . En particulier: 

{p=MU,o)ee '^ 

De plus T est une isométrie, lorsque C{Uq\G,iIj) est muni du produit scalaire (., .)g et 
S du produit scalaire défini en (7.3). 

Démonstration: 

On a déjà montré que J-" est injective. Montrons que la restriction de J-'W à 5*"" 
est l'identité. Soit $ = (0P,o)(P,o)ee e S'"-". Calculons J^>V$. Soit (P = MU,0), 
{P = M4U4)' , O') deux éléments de 6. D'après le Corollaire D'après le Corollaire de 
la Proposition 14, fp'^o' est nul si M et M' ne sont pas conjugués. Si M et M' sont 
conjugués, d'après le Théorème 3, et le fait que $ G 5*™, on a pour o"i objet de O': 

{U,Jp',o'{^i) = Yl C'is,P',P,s-'a,)(j)p,ois-'a,). 

seW{M'\G\M),s-'^<7ieO 

De la définition de S^"''", on en déduit , que, pour o"i objet de O' on 

iU.Jp'M^i) = \{s e W{M'\G\M),s-'a^ G O}|0P^oK^l)• 

Appliquons cela pour calculer {W^Jp^o- D'après ce qui précède et en échangeant le 
rôle de P et P', c{P){yV^yp,o est la somme sur (P' = M'U',0') G 6, avec M et M' 
conjugués, de |{s G W{M'\g\m), s'^O' = C}|0p,c). Mais l'ensemble des couples (s, O') 
tels s-^O' = O) est égal à {{s,sO)\s G W{M'\G\M)}, dont le nombre d'élément est 
égala \W{M'\G\M)\. 

Montrons que si M' et M sont conjugués par un élément de M^ , on a: 

\W{M'\G\M)\ = W{M\G\M)\. (7.5) 

En effet si M' = x.M avec x élément de W^ , on a W^ = x.W ainsi que, avec 
les notations de la section 4.3, W{M'\G\M) = xW{M\G\M). Alors (7.5) en résuhe 
immédiatement. En sommant sur les (P', O') et tenant compte de la définition de W, 
on voit que 

(W$)>,o = p{P)\W{M\G\MMP)-'(f)p,o. 
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Finalement : 

{W^Jp^o = (l)p,o- 

Donc 

Ceci montre que J-" est surjective sur 5*™ . Comme on a vu que J-" était aussi injective, 
c'est bien une bijection sur entre C{Uo\G, ip) et iS*™ . Ce qu'on vient de montrer prouve 
également que l'inverse de J-' est égal à la restriction à iS*"" de W. 
Il ne reste plus qu'à montrer que W restreint à iS*"" est isométrique. 
Soit $ = {ip,o){P,o)ee,'^' = {i'p,o) iP,o)e& e 5™^ Alors: 

(W$,W$')= Yl c{P)-'c{P')-\U,,o.U',,^Jg- (7.6) 

(p,o),(P',c'')ee 

D'après la Proposition 14, {f^p^, f^p' , ,)g est nul si M et M' ne sont pas conjugués par 
W^ et sinon: 



J2 I ^ /i(^i)(C°(s, P', P, s-Vi)0p,o(s-Vi), 0'p,^^,(ai))rfai 

i\r:\ M\ an— ni "^ ^' 



p,oi H'pi Q,)G 

s^W{M'\G\M),sO=0' 

Comme G 5*"^, on a : 

iU.,oJ<P'p,^,)G = \{s e WiM'\G\M),sO = 0'}\i<l>p,,o'Api,a')- 

Si P et P' sont associés, on a c(P) = c{P'). Reportant dans (7.6) et regroupant les 
termes correspondants à (p'p, q,, on trouve: 

(W$,W$')= Yl PiP'WiM'\G\M')c{P')-\(f)pi,o',(t)'p',o')- 
{P',o')ee 

Soit encore: 

(W$,W$')= Yl ciP')-\<Pp,,o'A'p',o')- 

(P',C>')60 

Finalement 

(vy$,>v$') = ($,$')• 

Donc l'inverse de J-' est bien isométrique. Il en va de même de J-". Ceci achève la preuve 
du Théorème. D 



Remarque 5 La Proposition 2 et La surjectivité de W montre que pour tout f G 
C{Uo\G,iIj) et tout sous-groupe parabolique anti-standard de G, P, l'application f^ est 
un élément de C{Uo fl M\M, ^). 
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